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Рассмотрен аналог аддитивной проблемы делителей. Круговым м етодом  с использованием  
оценок А. Вейля сумм Клостермана получена асимптотическая формула для числа реш ений уравнения с 
квадратичными формами.
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Введение

В 1927 году А.Е. Ингам поставил и решил элементарным методом задачи 
получения асимптотических формул для числа решений >фавнений

Х^Х2 +  X3 JC4  =  п,

X ^ X . - X j X ^ = \ ,  X ^ X 2 < n .  ( 1 )

Эти задачи получили название аддитивных проблем делителей.
В 1931 году Т. Эстерман [1] для числа решений J(n)  уравнения (1) вывел 

асимптотическую формулу
J(n) = пР̂  (in п) + R{n), 

где I\{t) -  многочлен степени 2, а R{n) = 0 (/7 “ In' '̂'  ̂п ) .
В 1979 году Д.И. Исмолов [2], развивая элементарный метод Т. Эстермана, 

доказал, что /?(«)□ , где 8  > О —  сколь угодно малая постоянная. В 1979 году

другим методом ту же оценку, но равномерно по параметру к ^  , получил Хиз-
Браун [3J.

В 2006 году Г.И. Архипов и В.Н. Чубариков [4] вывели новую оценку R(n ) :

/?(«)□
В математической литературе известны многочисленные аналоги данной задачи. 

Нас заинтересовал один из таких аналогов.
Пусть d  -  отрицательное бесквадратное число, F - Q ( J d )  -  мнимое

квадратичное поле, 5/, -  дискриминант поля F  , Q^{m) = \ m  А^т и Q^ijc) = j lc 'А^к -  
бинарные положительно определенные примитивные квадратичные формы с 
матрицами Л, и /1,, det^, =dctA^ = - 6 ,̂. Пусть

/(« )=  ^ •

Целью статьи является получение асимптотической формулы для суммы 1(п). 
Основным результатом является следующая теорема.

Теорема. Пусть е -  сколь угодно малое положительное число. Справедлива 
асимптотическая формула
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I I 9-1 /=0
(Л? ) - 1

G |(^,/,0) и G2iq,-l,0)  — двойные суммы Гаусса, др -  дискриминант мнимого 
квадратичного поля F .

00 д -1  ^ _  _

Особый ряд  Z  положителен.
/ =0

('.»W
Сумма /(« ) представляет собой число решений уравнения Qi{m)-Q^(jk) = \ ,

причем каждое решение считается с «весом» е~
Теорема доказывается круговым методом с использованием оценок А. Вейля 

сумм Клостермана.
В работе будут использоваться следующие обозначения: 
d  -  отрицательное бесквадратное число;
F = Q U d )  -  мнимое квадратичное поле;
Sp -  дискриминант поля F  ;
Х\{п)~ характер квадратичного поля F  ;

Q{k) = ^ k '  a Jc -  бинарная положительно определенная примитивная

квадратичная форма с малрицей , detv4, = - S ^ ; 

G{q,u,n)= У  e\p(— [uQ(k) + nk]
- [ ч  '

форме Q{k), п =

/[mod 4 

П,

-  двойная сумма Гаусса, отвечающая

' € Z ' ;
ь )

Q[(k) -  квадратичная форма с матрицей ;
, ultrl’

S(u,v,q) = -  сумма Клостермана, где //* s  l(m o d ^);
\ iJ < q

(/.«)=!
d(n) -  число представлений п в виде произведения двух множителей; 
ц(«) -  функция Мебиуса;

1, при m = 0{modS),

О, в противном случае',
X{m\S,Q) = -

Г  I I' 1 1пусть — < —<  соседние дроби Фарея, лежащие на отрезке [----- , 1------ ) ,
q" q q' N  N

I S / ,  q < N ,  q ' < N ,  q " < N .

Вспомогательные леммы

Лемма 1. Вычисление двойной суммы Гаусса.
Пусть {u,q) = \ ,  мм* = l(m od^). Справедливо равенство



G{q, и, п) = Cl {q, п, Q{4d ))Хх (u)q^l(Sj,, q) exp -  —  c  ̂{q, n, Q { ^ ) ) u
. Я

где X\ ~ характер квадратичного поля Q i J d ) ,  a c^{q,n,Q{^d))w c^{q,n,Q{4d)) . 
целые числа такие, что

^ 1 ;c,(4 ,n ,e(V rf)) 

c , ( q , \ Q ( 4 d ) ) ^ d ;  

с , ( д Л О Ф ) )  = 0. если 2 \ \q ; 

с , ( ? ,о ,е ( ^ г ) ) = о ,  если A\\q,  q ^  2(m od4). 
Доказательство см. в [5].

Лемма 2. Оценка суммы Клостермана.

Пусть 5(w,v,^) = -  сумма Клостермана, где //*= l(m od^) . Справедливг
ыо

оценка
S{u,v,q) <d{q)q^'^{u,v,qY\

Доказательство см. в [6 ].
Лемма 3. Функциональное уравнение для тета-ряда.

Пусть 1тт > О, x e R ^ , в(т,х) = , Тогда

\V2

T ^ S ,

Доказательство см. в [7, глава VI].

в{т,х) = — У  ехр( - — + 2 я7 « х).
пег'

Основные леммы

Лемма 4. Пусть 1 < ^ < jV . Тогда справедливо равенство
I

q ( q + N )  - 2 „ а

-dx = %  '' + 0 { q N ) .
1^  -^ + 4 л -Vq(q̂ N)

Доказательство. Представим интеграл в виде разности двух интегралов
I

4(4*N)

I  т -dx = L - L ,
l _ - \ + 4 ; r V

q ( q + N )

где
2 »u

1 J  - f
'2я1х

■dx.

n
^  + 4 л-

Интефал оценим сверху

I , = 0
dx
x

= 0 { q N ) .

\ ч(й+щ ;
Вычислим интеграл I . . Имеем



, “г ^  1 "г ^ -У, = -j------------ dx = ~  \ - -------dt = - e " ,
i_ L  + 4 ;rV  ^л- i  1 2

(см., например, [8 , глава VI]). 
Таким образом.

J -j----------- dx=^-e " +0{qN)'
• _ A  + 4 ;rV  2

Лемма 5. Пусть Sp -  дискриминант поля Q {4d) .  Тогда

I ;  е " '< = ^ 5 { - 1 , 0 , ? )  + 0 ( |г ! , |? ') .
/-0 5
a\s,\q)-x

где Sp =5д^, {b,q) = \.

^  -2t/-
Доказательство,  Рассмотрим сумму S = ^  e ’ .

/=0

Пусть <5/, = SS^, где ( 6  .q-) = 1, a c?, -  либо 1, либо натуральное число, все простые 
делители которого делят q , тогда

? 4  -2я1-
I  е

/=0
O.Sg)-\

Так как ^ / u ( d )  = 1 при п = 1, то сумму S  можем переписать в виде
d\n

ili -2я1-
s= '  Z

UO
{I.S4)-\

в  силу мультипликативности )i(5 ) и условия (5 ,^) = 1 будем иметь

5 = £
Id. и ,!- 

е ’
s,\(S S j\ q  /= 0

/■0(modi|J2 )
Пусть / = , /, S O(mod 5 ,) , тогда

^  _  i d  -2»/''
S = Z / / ( s, ) Z M s, )  I  г " .

f,\i5 ijW
/ ,« 0 { m o d i ,)

Если /, s  0 (mod 5 i) , t o — ’' = 1 иО в противном случае. Следовательно,
* 1 i=0

2с} -2Я1̂  1 ^  -2 я-/^

j,\<5 $i\q /1= 0 •’ 1 <>“ 0

Вьщелим слагаемое А = О:

»|\Л •̂i



где а  = --------- . Отсюда, так как
•У| Я̂

получаем

5̂ \q /,= 0 /,=0

(/..9)=1

S  = ^ S { - \ A q )  + 0  
о

ŝ \S •У] ^

Z j Z
i = l  / ,= 0

2xial,

Оценим сумму по /j:

Отсюда -  если q^<2\bp , то

1 <  6  <  5, - 1 ,  ■

а

Ь -
/,=0

V,-l

2ла/, 1
а

. Если же 2\Sp\<q^,  то, так как
/.*0

Ь 1

9.

Следовательно, в этом случае имеем

>

чг1

■

/,=0

2s, 2Ър

1
<  <

а

Таким образом, получено неравенство
2с]

1,=0
<3

из которого заключаем, что

где постоянная в знаке О -  абсолютная.

Следствие 1. Пусть -  дискриминант поля g (V ^ ) . Тогда справедлива оценка

^  -2 л ^
I  <• » = 0

1=0

' 1 '

Постоянная в знаке О зависит от Sp .
Доказательство. Учитывая оценку для суммы Клостермана из леммы 2 и 

равенство, доказанное в лемме 5, получаем требуемую оценку.

Доказательство теоремы

„  ai«><fe(t>
1. Запишем 1{п) = 2  ̂ е " в виде интеграла

е,(й)-0 , ( * ) = 1

где



5, (а) = X  s,(a) = X  .
meZ' ieZ^

Пусть Л̂  = [«] ,  1̂ 0.1 =[~лг>лг) • Разобьем промежуток [--^ ,1 --^ ) числами ряда 

фарея, отвечающего параметру 7V (см. [9]). Пусть -  соседние дроби Фарея,

1 < / ,  . Определим промежутки

f  = | £ _______ !_____£ + ______!_____),

q ч{.ч + ч"У ч  qi.q^q')
Из свойств дробей Фарея следует, что

i “ . i 4 > = U  и
^  Ч -\  о - О

(Г.4)*!

причем 4^^ = 0  при {p,q) Ф {p ' ,q ') . Тогда

« " )  = Е  S  f s ,( a ) s ,( a )£ -“ “i a  =
qi.N /=0 f 

U.9H  •"

?-1  , I J
= 5 ,( -  + x)52(- + x)e-'"“cic. (**)

/ - 0  . j L  q

2. Преобразуем сумму 5,(—+ л:)= 'V  в имеем

^  ^(4+2л-|^+2л-и)й(т) _  ^  ^ г x ,^ Q M  ^  ^ Н + 2 т и : ) а ( т )  _

jinod^ meZ^
«iaj(mod?)

« ш̂оЛ, 2Л-А1 ’

Используя лемму 3, функцию e{{x + - ^ ) q ^ ,—) перепишем в виде:
2яп q

i . 2 2я- 1 ^
0 ( ( х  + - — ^  f  ■

2л:п q

где, если g , (5 ) = ^ s '.>1, 5  , Л, -  матрица размера 2 х 2 , то QI(s ) = ^ s / 1,"'s . 

Тогда для 5,(—+ jc) справедливо равенство
q

1 аЧ") , -

у  (-i+2ff|i+2;ra)a(m) _ .̂Л" I V ' g i'"" V

m eZ ' I "  J  mod V

Вьщелим слагаемое т = 0. Тогда 5, (— + л:) = ^, + Ф ,, где
Я

«"i # f  I?’
И

m *C



G^{qJ,m)-  двойная сумма Гаусса, отвечающая квадратичной форме 0 ,. Аналогичнс 

получаем тождество для ( 7  + л:):

/

я
где

<Р2 =
2 п

^ +  2лг/х

2 л 1 _ 

i  + 2 ;rix 4eZ

Gj {q, -I,  k) -  двойная сумма Гаусса, отвечающая квадратичной форме .

3. Ввиду (**) и представлений для функций Ŝ (-  ̂+ x) и S^i-^ + x) имеем

/(/?) = / | + / 2  + / 3  + / 4 ,

где

1 (  -  -  

= г т - ; Х -  Z  <■ •G ,(? ,(,o )G ;(j,-/,o )
I I 95/̂ Ч /=0

(/ .9)=1

9(W) „~2л1х€-^’"’‘dx 
^ Л  +  4 л - 'л -  ’?(?+«■)

/=0

(7.</)=1

0-1 , ?(W)-2/rci-
/ ,  = 1 1  J

_1_

Ф ,Ф 2 е -- ''“ Л .
q < .N  1=0   ^(/,9)=1 ’*»•’>

Интегра;[ /, вычислим асимптотически, а интегралы 12,1- ,̂1̂  оценим сверху.

Начнем с 7,. Разобьем интеграл на сумму интегралов
?(«+«■)

J    L_  1_.?(9V) 9(9+Л’) <7(9+̂)
Соответственно этому разбиению полу'чаем

А = A.I + -̂ 1.2 + А.З-
4. Вычислим асимптотически /, 2 • В силу леммы 4, имеем

4л-^ 1
А ,= , 1 - т  ^ ’"'G,(q.l,b)G,<q-I.O) ^ e " + 0 ( q N )

I Op I qiH q 1.0 4 ^
= Z ,  + 0 (Z 2 ) .

(Л9 Н

Оценим вклад остатка 0 ( X 2 ) • Так как {l,q) - 1, тогда в силу леммы 1 

G,{q,l, l) = c,Xxil)q^{\5p\,q) и G2i q - U ^ )  = c,x^{-l)q^{\8p\,q),



Куртова Л.Н. Об одной бинарной аддитивной, 

где ĉ  не зависит от /. Получаем

ЫО

Воспользуемся тем, что ^ /( /)  = 1, где (/,| j) = 1. Переходим к неравенствам:
■/-1

S ,  ^ ' " 1 ^  I  ^
9S \ Ч 1=0

Для внутренней суммы справедлива оценка из следствия 1:

Ы О

Тогда

Z ,  А ' '" ' .
ijsjv

Учитывая, что jV = [%/«], получаем вклад остатка:

Z j = 0 ( n ‘ " ) .

Имеем

I g=l /=0
(Л«)=1

где
4*1

1 ^ .1 o > W  / .О
(AV)-I

Оценим сверху сумму R :

/г ne^’ Y . q
q > N

t
/=0

Заменим суммы Гаусса их точными значениями из леммы 1, тогда

R пе
g>N 1=0

Учитывая оценку из следствия 1 , будем иметь

q>N
Таким образом,

''•= "Т 7 7 ^’' 2 «"' ^  e ' ‘"'G,(q,I.O)a,(,q,-I.O) + 0 ( n ‘'‘ ).
\d f , ? .| м

5 . Проведем оценку интеграла /, 3. 

Перейдем к неравенствам:

1
1  1  qiN q 1=0 

(/.9)=I ,(,+V) Я'



Так как ^ , то

e ' ^ ' " d x

J _ „ U 4 ; r V
^  =  0 ( q N ) .

Тогда

/ , , з = 0 ( Х , ) .

Оценка для суммы Х г  проводилась в пункте 4. Таким образом,

К г = 0 { п П -  

Интеграл /,, оценивается аналогично.

6 . Рассуждения об оценивании не сильно отличаются от /,. Приведе

полное доказательство для интеграла :

<7-1 , «(«+?')--

q i .N  1 - 0  ____

Вместо ФрФз подставим их значения, полученные в пункте 2. Имеем

..4»2a(m)
^ civ ,1 ^  l*2rtx

^ ' Z -, ^

т*0 ш

q - \

Для начала оценим сумму

/=0 
V('.9H

1=0 
(/.9)=1

Для сумм гаусса справедливы тождества
- - - с  /■ • -— с г

СМ,1,гп) = с , Х х И ) ч Щ ^ ) е  ’ ' и G ^{q- l , k ) ^c^X \ i - l )q ^ (S p ,q )e  ’ ' , 

где постоянные с ,, С2 не зависят от I .
ч - \

Полученную сумму ^  оцениваем, используя следствие 1. В итоге имеем:

V q'-^\

ыо

Разобьем интеграл на сумму интегралов:

_J  __J_  L.«(»+«■) ?(«+«) »U«V)
Соответственно этому разбиению получаем

Л = A.l + h,2 + -̂ 4,3 •



Оценим / 4 ,2 -

1Л . f  T ; t v  ̂ XI 19 SW о я' "«z’ * t2 ’
М

Пусть 0 -  сколь угодно малое положительное число, тогда

Z  f  +  Z  J  +  Z

=  Z 4 , + Z 4 2  + X 4 3  -

В сумме S 41 ,так как q < , то

- 7 ^1
•р

0

dx
\  + Ап'^х^ш*

d t

о „

Учтем также, что при тех же ограничениях на q :

e ' , e " <e .

Так как оценка для суммы V не зависит от w и ^ , тогда

ГЛд

miZ‘ 
Iff «О *•0

Таким образом.

Перейдем к Х42 ■

X . ,  I

dx
: -V +  4^:^x^

jTTTJ я

п
dt

.из-t 1 +  ^
y = 0 ( n ^ q ) .

Теперь, так как q  ̂ < x < ^ ,  то

!a | «г^ГЧй)

Учтем оценку для суммы F , тогда имеем:

т>Ю М

Так

то

как

meZ'
тЛ

ieZ^

Осталось оценить Z43 •



Здесь

dx
4  + 4я-^х^м*

П
dt

1 + /
7  = 0{п).

Теперь, так как q < N , x < - ^ , i o
q N

И соответственно

m eZ‘
m#0

*€Z'
jksiO

Учтем оценку для суммы V , имеем:

Е »  » '• ' S  I  ?■*
q>n*'

Таким образом.

Проведем оценку l ^ ^ .

1'ак как q< N  , то
_1_ -IjTiX  ̂= 0{qN).

q{q*N)
Кроме того, при q < N , x >

q N

I
meẐ

= 0 (1 ), 2

ktẐ
k*0

= 0 (1).

5
- + Б

Тогда с учетом оценки q'  ̂ заключаем, что
1 3т+е

' о  Л ' ' " Х » =  Л" .
qiN

Так как N  =
3-+£

, то / 4 3  = 0(п^  ) .

Объединяем полученные для оценки, в итоге имеем:

1 , = 0 ( п П .
7. В силу проведенных выше рассуждений, заключаем, что

I<5f u=l / -0
(/.9)=1

Заключение

Е \д\-гтд\«»
e • . получена асимптотическая формула:

0,{т)-0,(Ы

= S  e‘" '^ { ? , / .0 ) G j ( 9 .4 0 )  + 0(-i” ‘" ) ,
I I 0=1 1=0



где е -  сколь угодно малое положительное число, G^{q,l,0) и G^{q,-l,0) —  двойные 

суммы Гаусса, 5 .̂ -  дискриминант мнимого квадратичного поля F .
Данный результат соответствует оценке Г.И. Архипова и В.Н. Чубарикова, но 

уравнение, для которого ищется число решений, имеет общий вид, а именно

Теорема доказана круговым методом с использованием оценок А. Вейля сумм 
Клостермана.
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ABOUT ONE BINARY ADDITIVE PLOBLEM WITH QUADRATIC FORMS

L.N. Kurtova

Belgorod State University, Studencheskaja St., 14, B elgorod, 308007 , Russia, 
e-mail: LM oskalenko@ bsu.edu.ru

The analog o f  additive ploblem  o f  divisors is considered. An asym ptotic formula for number o f  solution  
the equation w ith quadratic forms is received by circulars method with using estimation A. W eil Kloostermann's 
sums.
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