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1. В настоящей работе рассматривается задача 
о представлении решений Йоста обыкновенного 
дифференциального уровня

„ А 'у  у ( у + 1 )
Ь д А  Г) =  — г ------------- -г-------------- -  ? ( г ) \ р у =

йг г

= -Х гЦ1̂ (К, г) (!)

с сингулярным потенциалом в виде

Значительный интерес представляет рассмот
рение потенциалов с особенностями при г —» 0, 
“ ...поскольку приходится иметь дело с сингуляр
ными потенциалами в физике элементарных час
тиц и в проблеме многих тел при использовании 
потенциалов с сильным отталкиванием” [1]. Б ат
маном и Шаданом был введен класс потенциалов
[1], которы е могут иметь особенность при г -»  0 
за счет быстрой осцилляции в начале координат. 
Эти потенциалы удовлетворяют условиям

УЧ(Х,Г) = °ИДХ, г) + | а -у(г, Г)°ИДХ, 1)й1, (2) И'(г) = ^ (0 ,° ° ) ,  Нтги'С/-) = 0. (4)

где 0  есть некоторое решение невозмущен
ного уравнения Шредингера

Л  у V ( V-!- 1)
ь 0ч д х ,  г) = —  -------------------------=

с(г г

= - Л д  г), (3)
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В частности, потенциал, соответствую щ ий 
функции

, ч -а -рг .И'(г) = Г е 81П ехр
1 а  < 1, Р > 0, (5)

г > 0; V Д  -  вещественные постоянные.
Задача о существовании представления Йоста

(2) сводится к нахождению дважды непрерывно 
дифференцируемого ядра КДг, I) и оценкам этого 
ядра и его производных в различных нормах. Т а
кое представление сохраняет асимптотику реш е
ний °1ХУ()Ц г) и их производных на бесконечности. 
Оценки решений Йоста леж ат в основе различ
ных методов квантовой теории рассеяния и об
ратных задач (см., например, [1 - 3, 7]).

Существование представления (2) впервые 
было доказано для уравнения Ш турма-Лиувилля 
(V = 0) в [4]. Случай непрерывного потенциала 
д(г) рассмотрен в [5].

имеет экспоненциальную особенность в начале 
координат. Однако и в этот класс входят, напри
мер, потенциалы со степенной особенностью 
вида д(г) ~ г-6 лишь при е < 1. В [6] условия на ^{^) 
для справедливости представления (2) ослаблены 
до оценки |д(г)| < соп8{/г2.
и В настоящей работе получено представление 

Йоста (2) для сингулярного потенциала ^{^) с про
извольной особенностью в начале координат. От 
<7 требуется лиш ь м аж орируем ость определен
ной ф ункцией, суммируемой на бесконечности. 
В частности, к классу допустимых в данной рабо
те относятся: сингулярный потенциал г~г, сильно 
сингулярный потенциал со степенной особеннос
тью, потенциалы Ю кавы, Баргмана и Б атм ана- 
Шадана. При этом на функцию ^{^) не накладыва
ется никаких дополнительны х условий типа 
быстрой осцилляции в начале координат или зна- 
копостоянства, что позволяет изучать притягива
ющие и отталкиваю щ ие потенциалы  единым 
методом.

Построение решений Йоста (2) эквивалентно 
задаче о построении оператора преобразования
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(сплетающего оператора или трансмутации) вида

Р М  = Л г) + $Ку{г,{Ж <Ь , (6)

б) ЛДх, 0; 5, т) < /?у(х, 0; Л) пРи условиях  0 <
< т < т ) < 4 < - у< л:;

в) Ку(5, т; л )  ^  Л у(5, 0 ; л ) .
Введем необходимую для оценок величину

определенного на решениях уравнения (3) и спле
таю щ его дифференциальные операторы Ьч и 
по формуле

Р М = Ь ЧРУ/.  (7)

Общая теория операторов преобразования и их 
приложений к обратным задачам и теории рассе
яния изложена, например, в [7, 8]. В [9 - 12] рас
смотрены задачи о построении операторов пре
образования для регулярных в нуле решений (1) 
при различных условиях на потенциалы: V = 0 в 
[9]; С °в  [10]; |^(г)| < сопз! ■ г ш+Е, е > 0 в [11]; 
I? = 0 в [12]. Один из классов сплетающих опера
торов вида (6) применен в [13] для получения точ
ных оценок скорости убывания решений стацио
нарного уравнения Шредингера с радиальным по
тенциалом. Возможен такж е другой подход к 
изучению сингулярного дифференциального 
уравнения (1) с использованием преобразования 
Крама-К рейна [2].

2. При помощи стандартных вычислений 
[12, 10,5] условия (2), (7) приводят к дифференци
альной задаче для неизвестного ядра оператора 
преобразования (6) Ку(г, г), с этой задачей связы
вается функция Римана /?у некоторого уравнения 
Эйлера-Пуассона-Дарбу. Функция Римана зави
сит от аргументов /?у = /?у(5, т; Г|), 0 < т < Г) < \  < 
< 5, % = (I + г)/2, г| = (I -  г)/2 и в рассматриваемом 
нами случае выражается [12] через функцию Га
усса по формуле

\5 % - л

х 2Г,
'  52 - ^ 2 г|2 — х2 ^

V,-V,  1, — - • — -
С, - X/ - Г )

/?УЦ, т; л ) = РУ
1 + А

А =
2 2 2 

Т) - Т  5 ■
(9)

г - * 2
2 2 ’ 5 - 1 ]

где Ру(г) -  ф ункция Лежандра 1-го рода  [14].
Л е м м а  2. Ф ункция Римана /?у обладает сле

дующими свойствами:
а) /?у(5, т; Г|) > 0, 0 < т < Г) < ^ < 5;

Ц г, 0 = ^|лУ(*.0; ^ у)\ч(х)\(1х 
I

ос

- и
у2 (12 + г2) -  (Г2 -  г2) ^

1 > V И гу
1 + г  '

~Т

\Я(У)\4У- ( 10)

Фиксируем условия на потенциал д(г). Мы 
предполагаем, что существует функция р($) та
кая, что:

р ( 5 ) >  0, 5 > 0, (11)

( 12)

|^(5 + т)| <рЦ ), Ут, \ / 5 : 0 < т < 5 .  (13)
Основным результатом работы  является 
Т е о р е м а  1. Если выполнены  условия на по

тенциал (11) - (13), т о существует представле
ние Йоста (2), ядро кот орого удовлет воряет  
оценке

| Кч(г, г)| < 1р(г, Оехр (14)

( 8)

где р  = р{з) -  ф ункция  мз(11) - (13) ,  а величина 1р 
определяется по формуле (10). Если, кроме т о
го, <7 (г) е С '(0, °°), т о  Ку(г, () е С \г  > г) и функция  
(2) есть решение уравнения  (1).

Неравенство (14) можно преобразовать к ме
нее точной, но и более простой оценке.

Т е о р е м а  2. В условиях теоремы  1 справед
лива следующая оценка ядра оператора преобра
зования:

где 2Г\(г) -  гипергеометрическая функция Гаусса 
[14]. Мы будем предполагать далее, что V > 0.

Л е м м а  1. Функция Римана (8) выражается 
через ф ункцию Лежандра по формуле

| Ку(г, 0| ^  Ор(г, г)ехр
Ч  1с > ' 0

0 , ( г , ,, = / \
С 2 , 2 1 + г

|р ( х)бх,

(15)

Ру(г) -  ф ункция Лежандра [14].
При V = 0 неравенства (14), (15) переходят в из

вестные оценки Б.Я. Левина [4] для решений 
уравнения Ш турма-Лиувилля. Аналогичные (14) 
неравенства справедливы и для производных ядра 
К,{г, I).

Перечислим классы потенциалов, которые 
удовлетворяют условиям (11) - (13). Если |<?(5)| 
монотонно убывает, то можно положить р(х) = 
= |<у(5)|. Допустимыми являются суммируемые на
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бесконечности потенциалы с оценкой | <?(.$■ + т)! < 
< соп81|<у(х)| и  потенциалы , обрезанны е нулем 
на бесконечности. В частности, приведенным 
условиям удовлетворяют следующие потенциа
лы, встречающиеся в приложениях: сингулярный 
потенциал С/г2, сильно сингулярный потенциал с 
произвольной степенной особенностью вида 
г 2~г, е > 0, кулоновский потенциал 1 /г, обрезан
ный нулем на бесконечности, различные потен
циалы Баргмана

ехр ( - С хг)

(1 + С2ехр(-С ,г)) 2’

Чг .2’ Чъ =
с5

(1 + С4г) сЬ (С6г)
с положительными константами С, и Юкавы

Ч 4 = Ч5 = “ г̂ Р(г), а  > 0, р(г) > 0

РV(г) -  присоединенная ф ункция Лежандра 1 -го 
рода  [14].

Неравенство (17) доказано в [6] для частного 
случая потенциала <у(г) = соп^/г2, р = 1/2. Из [14] 
следует, что в этом случае функция Лежандра в 
(17) выражается через элементарные функции. 
Другим потенциалом, для которого оценка (17) 
может быть выражена через элементарные 
функции, является ^(^) = гЧ2у +1), р = V > 0. В этом 
случае

|* у(г, 0| ^

„  1 1 « 2 + г2)
4у ^7+1 ехР

Г ~ 2 (Г У + г 2^ 
2 п

Неравенства этого пункта справедливы и для 
потенциалов, которые мажорируются потенциа
лами (16).

(см., например, [1]).
Доказательство теоремы 3 использует не 

явную формулу для функции Римана /?у, а лишь 
те свойства этой функции, которые перечислены 
в лемме 2. Поэтому методами настоящей работы 
можно доказать существование и оценки ядер для 
операторов преобразования, сплетающих более 
общие дифференциальные операторы, чем Ьч и Ц.  
Достаточно лишь выполнения условий леммы 2 
для соответствующей функции Римана. Отметим, 
что эти условия (положительность и монотон
ность по аргументам) выполнены для широкого 
класса уравнений. О применении функции Рима
на к построению операторов преобразования см. 
такж е [7, 8].

3. Рассмотрим сильно сингулярные степенные 
потенциалы вида

^(Г) = Г-(2Р+1), р > 0 . (16)

Для них можно, не снижая точности оценки (14), 
исключить из (14) интегралы.

Т е о р е м а  3. Д л я  потенциалов вида (16) 
справедлива теорема 3 с оценкой

|ЯДг, 0| ^  Тр(г, о  ехр 

Г(Р)4' - I
Тр(г, I) =

и2- г )

/
г

V 2 ;

Г Д  .
-Р 1 + Г
V

< 2 г /

Ц{г, 0

(17)
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