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Аннотация. В настоящее время развитие алгоритмических и компьютерных методов приводит к уточнению
формул для решения полиноминальных уравнений. Рассматривается алгебраическое уравнение степени четыре
с одним параметром. Такое уравнение принято называть триноминальным. Для него известны методы решения,
известные какметодыФеррари иДекарта – Эйлера. Используется подход, основанныйна интегральномпредставле-
нии Меллина и Белардинелли, а также использовании обратного преобразования Меллина. Доказывается формула
Декарта – Эйлера для решения рассматриваемого уравнения с использованием аппарата гипергеометрических
функций.
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1. Введение. В настоящее время известны несколько формул для решения алгебраического уравне-
ния четвертой степени. В литературе наиболее известной из них является формула Феррари [3]. Менее
известной из таких формул осталась формула (метод) Декарта – Эйлера.

Напомним суть метода Декарта – Эйлера [2]. Как известно, алгебраическое уравнение четвертой
степени с помощью линейной замены сводится к уравнению

𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, (1)

т. е. к уравнению, в котором отсутствует моном при третьей степени. Далее находятся корни 𝑧0, 𝑧1 𝑧2

кубического уравнения 𝑧3 + 𝑎
2
𝑧2 + 𝑎

2 − 4𝑐
16

𝑧 − 𝑏
2

64
= 0. В итоге корни уравнения (1) выражаются через 𝑧0, 𝑧1

𝑧2 по формуле
√
𝑧0 +

√
𝑧1 +

√
𝑧2.
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Формула Декарта – Эйлера была доказана с применением алгебраических методов. В частности,
Эйлер для ее доказательства использовал свойства симметрических функций.

В настоящей статье выявляется происхождение радикалов
√
𝑧0,

√
𝑧1,

√
𝑧2 в формуле Декарта – Эйлера

на языке обобщенных гипергеометрических рядов для уравнения с одним параметром. Как следствие,
дается альтернативное доказательство этой формулы с использованием аппарата гипергеометрических
рядов.

2. Интегральные представления Меллина и Белардинелли. Любое алгебраическое уравнение
степени 𝑛 с помощью элементарных преобразований сводится к следующему приведенному виду

𝑦𝑛 + 𝑥𝑠𝑦𝑛𝑠 + . . . + 𝑥1𝑦𝑛1 − 1 = 0, (2)

где 0 = 𝑛0 < 𝑛1 < . . . < 𝑛𝑠 < 𝑛𝑠+1 = 𝑛. В 1921 г. Меллином [6] было найдено интегральное представление,
а также разложение в гипергеометрический ряд для решения 𝑦 (𝑥) = 𝑦 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 ) этого уравнения с
условием 𝑦 (0) = 1. Такое решение Меллин назвал главным решением уравнения (2), мы будем его
обозначать 𝑦0 (𝑥). Все остальные решения находятся из главного по формуле

𝑦 𝑗 (𝑥) = Y 𝑗𝑦 (𝑥1Y 𝑗𝑛1 , . . . , 𝑥𝑠Y
𝑗𝑛𝑠 ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 − 1,

где Y = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑛 — первообразный корень из 1 степени 𝑛. Отметим, что главное решение соответствует

значению 𝑗 = 0.
Меллин привел формулы не только для главного решения 𝑦0 (𝑥), но и для любой его положительной

степени. Так, гипергеометрический ряд для степени ` > 0 следующий:

𝑦
`

0 (𝑥) =
`

𝑛

∑︁
𝑘∈Z𝑠≥0

(−1) |𝑘 | Γ
( `
𝑛
+ 𝑛1

𝑛
𝑘1 + . . . + 𝑛𝑠

𝑛
𝑘𝑠

)
𝑘1! . . . 𝑘𝑠 ! Γ

(
`

𝑛
− 𝑛′1

𝑛
𝑘1 − . . . − 𝑛′𝑠

𝑛
𝑘𝑠 + 1

) 𝑥𝑘11 . . . 𝑥𝑠
𝑘𝑠 , (3)

где Γ обозначает гамма-функцию Эйлера, 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑠 ), а 𝑛′𝑗 = 𝑛 − 𝑛 𝑗 . Ряд (3) сходится в некоторой
окрестности начала координат 𝑥 = 0.

Перейдем к отрицательной степени решения (2). В статье [5] была указана формула для отрицатель-
ной степени главного решения уравнения (2) в виде интеграла Меллина – Барнса. Эта интегральная
формула имеет следующий вид:

1
𝑦
`

0 (𝑥)
=

1
(2𝜋𝑖)𝑠

∫
𝛾+𝑖R𝑠

`

𝑛
Γ( `

𝑛
− 𝑛′1

𝑛
𝑧1 − . . . − 𝑛′𝑠

𝑛
𝑧𝑠 )Γ(𝑧1) . . . Γ(𝑧𝑠 )

Γ( `
𝑛
+ 𝑛1

𝑛
𝑧1 + . . . + 𝑛𝑠

𝑛
𝑧𝑠 + 1)

(−𝑥)−𝑧𝑑𝑧, (4)

здесь 𝛾 – точка из симплекса 𝜎 = {𝑢 ∈ R𝑠
+ : 𝑛′1𝑢1 + ... + 𝑛′𝑠𝑢𝑠 < `}.

3. Доказательство формулы Декарта – Эйлера для триномиального уравнения с помощью
гипергеометрических рядов. В этом параграфе мы докажем формулу Декарта – Эйлера для решения
𝑧 (𝑡) уравнения

𝑧4 + 𝑡𝑧 − 1 = 0. (5)

Следуя методу Декарта – Эйлера, описанному во введении, для нахождения корней уравнения (5)
нужно сначала решить кубическое уравнение

64𝑟 3 + 16𝑟 − 𝑡2 = 0. (6)

Далее показать, что корни исходного уравнения выражаются через корни 𝑟0, 𝑟1, 𝑟2 уравнения (6) по
формуле

𝑧 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)
1
2 + 𝑟1 (𝑡)

1
2 + 𝑟2 (𝑡)

1
2 .

Напомним, что обобщенным гипергеометрическим (неконфлуэнтным) рядом Гаусса называется сте-
пенной ряд

𝑛𝐹𝑛−1

(
𝛼1, . . . , 𝛼𝑛

𝛽1, . . . , 𝛽𝑛−1

�����𝑦
)
=

Γ(𝛽1) . . . Γ(𝛽𝑛−1)
Γ(𝛼1) . . . Γ(𝛼𝑛)

∞∑︁
𝑘=0

Γ(𝑘 + 𝛼1) . . . Γ(𝑘 + 𝛼𝑛)
𝑘!Γ(𝑘 + 𝛽1) . . . Γ(𝑘 + 𝛽𝑛−1)

𝑦𝑘 ,

где Γ(𝑥) – гамма-функция Эйлера. Областью сходимости этого ряда является единичный круг |𝑦 | <
1 (см. [1], с. 183).

Согласно [4], главное решение 𝑧0 (𝑡) уравнения (5) допускает представление в виде линейной ком-
бинации обобщенных гипергеометрических рядов Гаусса:

𝑧0 (𝑡) = 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 33

44
𝑡4

)
− 𝑡

4 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 33

44
𝑡4

)
− 𝑡2

32 3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 33

44
𝑡4

)
, (7)
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сходящихся при |𝑡 | < 4
3
3
4
. Мы покажем, что сумма 𝑟0 (𝑡)

1
2 +𝑟1 (𝑡)

1
2 +𝑟2 (𝑡)

1
2 , где 𝑟0, 𝑟1, 𝑟2 – корни уравнения (6),

тоже представима в виде суммы (7).
Для краткости письма введем обозначения

3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (0) (𝑡), 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (1) (𝑡), 3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 33

44
𝑡4

)
=: 3𝐹2 (2) (𝑡).

Определим корни уравнения (6) как ветви с условиями: 𝑟0 (0) = 𝑖
2 , 𝑟1 (0) = 0, 𝑟2 (0) = − 𝑖

2 . В этих обозначе-
ниях степени 𝑟 𝑗 (𝑡)

1
2 допускают следующее представление.

Теорема 3.1. В круге |𝑡 | < 4
3
3
4
степени 𝑟 𝑗 (𝑡)

1
2 , 𝑗 = 0, 1, 2 корней уравнения (6) выражаются через

обобщенные гипергеометрические ряды по формулам:

𝑟0 (𝑡)
1
2 =

1
√
2

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
3𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
, 𝑟1 (𝑡)

1
2 =

𝑡

4 3𝐹2
(1) (𝑡),

𝑟2 (𝑡)
1
2 =

1
√
2

(
𝑒

3𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
.

Доказательство теоремы основано на применении формул Белардинелли [5] и Меллина [6], представ-
ляющих решение уравнения

𝑦3 + 𝑥𝑦 − 1 = 0, (8)

к которому сводится (6) с помощью замены 𝑦 = 4𝑟
𝑡
2
3
, 𝑥 = 4

𝑡
4
3
.

Заметим, что если 𝑦0 (𝑥) удовлетворяет (8), то для 𝑦0 (𝑥)
1
2 справедливо следующее равенство:

𝑦
1
2
0 = − 𝑥

𝑦
3
2
0

+ 1

𝑦
5
2
0

. (9)

Согласно формуле (4), отрицательная степень уравнения (8) допускает представление в виде интеграла
Меллина – Барнса

1
𝑦0 (𝑥)`

=
1
2𝜋𝑖

∫
𝛾+𝑖R

`

3 Γ(
`

3 −
2
3𝑧)Γ(𝑧)

Γ( `3 + 1 + 1
3𝑧)

(−𝑥)−𝑧 𝑑𝑧,

где 𝛾 + 𝑖R – вертикальная прямая, разделяющая полюса гамма-функций, стоящих в числителе подын-
тегральной функции. Вычисляя последний интеграл как сумму вычетов со знаком "минус" в полюсах
𝑧 =

`

2 +
3
2𝑘 (происходящих от Γ( `3 −

2
3𝑧) и расположенных справа от контура интегрирования), получим

1
𝑦0 (𝑥)`

=
`

2

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 +
`

2 )
Γ( 12𝑘 +

`

2 + 1)
(−𝑥)− 3

2𝑘−
`

2 .

Подставляя найденные представления для 1
𝑦0 (𝑥)` в (9) при ` =

3
2 , ` =

5
2 и заменив во втором ряде𝑘 → 𝑘−1,

получим следующее представление для 𝑦
1
2
0 :

𝑦0 (𝑥)
1
2 =

3
4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 +
3
4 )

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 + 5

4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
(𝑘 − 1)!

Γ( 32𝑘 −
1
4 )

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 ,

которое, после выделения общего множителя (−1)𝑘
(𝑘−1)!

Γ ( 32𝑘−
1
4 )

Γ ( 12𝑘+
7
4 )
(−𝑥)− 3

2𝑘 приводится к виду

𝑦0 (𝑥)
1
2 = (−𝑥) 1

4 − 1
16

(−𝑥) 1
4

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 32𝑘 −
1
4 ) (2𝑘 + 3)

Γ( 12𝑘 +
7
4 )

(−𝑥)− 3
2𝑘 .

После применения известной формулы для гамма-функции Γ (𝑧+1)
𝑧

= Γ(𝑧), запишем выражение для
𝑦0 (𝑥)

1
2 в наиболее кратком виде:

𝑦0 (𝑥)
1
2 = −1

4
(−𝑥) 1

4

∞∑︁
𝑘=0

Γ( 32𝑘 −
1
4 )

𝑘!Γ( 𝑘2 +
3
4 )

1

(−𝑥3) 𝑘
2
. (10)
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Далее представим последний ряд в виде суммы обобщенных гипергеометрических рядов. Для этого
применим формулу Гаусса – Лежандра к гамма-функции, стоящей в числителе, а также к 𝑘!:

Γ
( 3
2
𝑘 − 1

4

)
=

1
2𝜋 3 1

4−
3
2𝑘
Γ
(𝑘
2
− 1
12

)
Γ
(𝑘
2
− 1
12

+ 1
4

)
Γ
(𝑘
2
− 1
12

+ 7
12

)
,

𝑘! = Γ(𝑘 + 1) = 1
(2𝜋) 1

2 2 3
2−𝑘

Γ
(𝑘
2
+ 1
2

)
Γ
(𝑘
2
+ 1

)
.

Теперь, представив 𝑘
2 = 𝑙 + 𝑠

2 , где 𝑠 = 0, 1, запишем ряд (10) в виде суммы двух гипергеометрических
рядов

−1
4

(−𝑥) 1
4

(2𝜋) 1
2 3 3

4 2 1
2

1∑︁
𝑠=0

∞∑︁
𝑙=0

Γ(𝑙 + 𝑠
2 −

1
12 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 +

1
4 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 +

7
12 )

Γ(𝑙 + 𝑠
2 +

1
2 )Γ(𝑙 +

𝑠
2 + 1) + Γ(𝑙 + 𝑠

2 +
3
4 )

(−1)−𝑙− 𝑠
2

( 27
4𝑥3

)𝑙+ 𝑠
2
.

Так как при 𝑠 = 0 имеем Γ(𝑙 + 𝑠
2 + 1) = 𝑙 !, а при 𝑠 = 1 получаем Γ(𝑙 + 𝑠

2 +
1
2 ) = 𝑙 !, то последнее выражение

несложно привести к виду

−1
4
(−𝑥) 1

4

(
−4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 1
(−1) 1

2𝑥
3
2
3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
,

приняв arg(−1) = 𝜋 , запишем представление для 𝑦0 (𝑥)
1
2 в окончательном виде:

𝑦0 (𝑥)
1
2 = 𝑥

1
4

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 𝑒

3𝜋𝑖
4

4𝑥 3
2

3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
. (11)

Теперь заметим, что другую ветвь решения уравнения (8) можем найти по формуле

𝑦0𝑗 (𝑥)
1
2 = Y

1
2
𝑗
𝑦0 (Y 𝑗𝑥)

1
2 ,

где Y 𝑗 = 𝑒
2𝜋𝑖
3 𝑗 . Так, при 𝑗 = 1 получим формулу для другой ветви уравнения (8):

𝑦01 (𝑥)
1
2 = 𝑥

1
4

(
𝑒

3𝜋𝑖
4 3𝐹2

(
7
12 ,−

1
12 ,

1
4

1
2 ,

3
4

����� − 27
4𝑥3

)
+ 𝑒

𝜋𝑖
4

4𝑥 3
2
3𝐹2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

����� − 27
4𝑥3

))
. (12)

Отметим, что значения 𝑗 = 2, 3 определяют выражения для 𝑦02 (𝑥)
1
2 и 𝑦03 (𝑥)

1
2 со свойствами: 𝑦02 (𝑥)

1
2 =

−𝑦0 (𝑥)
1
2 , 𝑦03 (𝑥)

1
2 = −𝑦01 (𝑥)

1
2 . Другими словами, 𝑦0 (𝑥)

1
2 и 𝑦02 (𝑥)

1
2 представляют одну из ветвей решения

уравнения (8), а𝑦01 (𝑥)
1
2 и𝑦03 (𝑥)

1
2 – другую, и отличаются лишь знаками. В дальнейшем будем обозначать

указанные ветви 𝑦0 (𝑥)
1
2 , 𝑦1 (𝑥)

1
2 , соответственно, и рассматривать их как двузначные функции.

Для нахождения оставшейся ветви решения уравнения (8) (обозначим ее 𝑦2 (𝑥)) воспользуемся пред-
ставлением Меллина в виде ряда (3), который для рассматриваемого уравнения принимает вид

𝑦2 (𝑥)
1
2 =

1
2

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!

Γ( 12 + 3𝑘)
Γ(2𝑘 + 3

2 )
𝑥−3𝑘−

1
2 .

Далее, рассуждая как и выше, несложно представить последний ряд в виде

𝑦2 (𝑥)
1
2 = 𝑥−

1
2 3𝐹2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

����� − 27
4𝑥3

)
. (13)

Теперь перейдем от уравнения (8) к (6) с помощью указанных выше формул: 𝑦 = 4𝑟
𝑡
2
3
, 𝑥 = 4

𝑡
4
3
. В

результате этого, выражение (11) для 𝑦0 (𝑥)
1
2 преобразуется в 𝑟0 (𝑡)

1
2 , которое указано в формулировке

теоремы, а выражения (12) и (13) для 𝑦01 (𝑥)
1
2 и 𝑦2 (𝑥)

1
2 примут, соответственно, вид 𝑟2 (𝑡)

1
2 и 𝑟1 (𝑡)

1
2 . Тем

самым, Теорема 3.1. доказана.

Обозначим однозначные ветви (𝑟 𝑗 )
1
2 , 𝑗 = 0, 1, 2 следующим образом:

𝑟0 (𝑡)
1
2
± = ± 1

√
2

(
𝑒

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
3𝜋𝑖
4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
, 𝑟1 (𝑡)

1
2
± = ∓ 𝑡

4 3𝐹2
(1) (𝑡),

𝑟2 (𝑡)
1
2
± = ± 1

√
2

(
𝑒−

𝜋𝑖
4 3𝐹2

(0) (𝑡) + 𝑒
− 3𝜋𝑖

4

32
𝑡23𝐹2

(2) (𝑡)
)
.
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В этом случае сумма
𝑟0 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟1 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟2 (𝑡)

1
2
+

совпадает с правой частью (7), т. е. представляет собой главное решение первоначального уравнения (5).
Если учесть, что остальные решения этого уравнения получаются из главного по формуле

𝑧 𝑗 (𝑡) = 𝑒
𝜋𝑖
2 𝑗𝑧 (𝑒 𝜋𝑖

2 𝑗𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3,

то нетрудно записать остальные решения уравнения (5):

𝑧1 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)
1
2
+ + 𝑟1 (𝑡)

1
2− + 𝑟2 (𝑡)

1
2− , 𝑧2 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)

1
2− + 𝑟1 (𝑡)

1
2
+ + 𝑟2 (𝑡)

1
2− , 𝑧3 (𝑡) = 𝑟0 (𝑡)

1
2− + 𝑟1 (𝑡)

1
2− + 𝑟2 (𝑡)

1
2
+ .
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