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А ннотация. Рассматривается вопрос об уточнении условий устойчивости тривиального стационарного реш ения 
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Рассмотрим начально-краевую задачу для системы уравнений в частных производных: 

dus

ĴsUs + r]s

dt

(his
dv I

= 9s^Us + Fs{u), X = (xi, . . .,X„) € Й с  R", f > 0, (1)

= 0, lj:l + r]l > 0, jis > 0, r]s > 0, jis = const, rjs = const, (2)
X 63Q

U s(x ,0 )  = 0, s = 1 , . . . ,  m, (3)
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где Й -  ограниченная область с кусочно-гладкой границей dQ, v -  единичный вектор нормали к границе 
8Q области Q, и = (mi(x, f ) , . . . ,  Мт(х, f)), 9s ^  О, s = 1, А — оператор Лапласа, определенный
формулой

А  d h
Av =

J . 1  * ; ■

При отсутствии диффузионных членов, то есть при

&S = О, S = 1,.. .,т,  (4)

переменные X i, .. .,х„ входят в уравнения (1) как параметры, производные по которым не содержатся в 
этих уравнениях. Это случай модели с сосредоточенными параметрами. Если же

т

Y j (5)
5=1

ТО мы имеем дело с системой с распределенными параметрами.
Предположим, что функции ¥^{и) = .. .,Um), определенные в некоторой окрестности точки

и = О е R™, дифференцируемы в точке м = О и удовлетворяют условиям Fs(0) = 0 , s = 1 , . . . ,  m. Тогда в 
некоторой окрестности G точки и = О е R™ имеют место представления

т  т

Fs{u) = Y ^b skU k  + Y ^esk{u )u k ,  (6)
к=1 к=1

где

bsk = lim €sk(u) = О, s, fc = 1 , . . . ,  m.
duk

При сделанных предположениях тривиальное решение и = О задачи (1)-(3) будет и ее стационар­
ным решением. Мы зададимся вопросом об устойчивости тривиального решения задачи (1)-(3). При 
такой постановке проблемы нетривиальное решение и{х, t) мы считаем отклонением от тривиального 
решения, причем достаточно малым отклонением.

Умножим каждое s-e уравнение в системе (1) на Ug, а затем полученное равенство проинтегрируем 
по области Й. Получим с учетом (6):

\ д С С С -^1 г  л
/  u ld x  = 9s UsAusdx+ ^ b s k U s U k d x +  €sk{u) Us Uk dx, s = 1 ,. . .  ,т. (7)

Q Q Q *^=1 Q *^=1

Последнее слагаемое в правой части равенства (7) при малых отклонениях и не влияет на знак всей 
суммы и может быть отброшено. К первому слагаемому в правой части применим формулу Грина (см. 
[5]). В результате получим:

[  и Ы х  = -&S [  IVmsР dx + &S [  Us —  dT + f bsk UsUkdx, s = 1 , . . . ,  m, 
2 d t  J   ̂ J  J  d v  J  f - '

(8)

где dr  является элементом границы dQ, так что второе слагаемое в правой части равенства (8) пред­
ставляет собой поверхностный (при п > 3) или криволинейный (при п = 2) интеграл первого рода по 
границе области Й, а в случае п = 1 этот интеграл следует поменять на сумму значений на концах 
интервала Й. В интеграле по границе при //j = О или при rjs = О подынтегральная функция равна нулю 
в силу краевого условия (2). Из этого же краевого условия при > О получим:

ди. Ms
=  Us

зп '7sdv

Поэтому равенство (8) может быть переписано в виде

дП

^  ̂  У  u ld x  = -9s j  I Vms 1̂  dx -  ads J  — u^ dV + J  bsk Us Uk dx, s = 1 , . . . ,  m, (9)
Q Q an Q *̂=1

где O' = 1 в случае î sr]s > 0 или с  = О в случае //5/75 = 0. Сложим т равенств (9), после чего получим

Л ^  ^  /• /• л т т

2~dt J  = Х J  у — uldT  + J  ' Y ' ^ e s k  UsUkdx, (10)



где
esk = ibsk + bks)l2. (11)

Знак левой части равенства (10) рассматривается как индикатор устойчивости тривиального решения. 
Поэтому важно найти соотношение слагаемых в правой части, приводящее к тому, чтобы это выражение 
было отрицательным. В скобках в правой части как первое слагаемое, так и второе слагаемое не больше
нуля. Далее нужно учесть знак последнего слагаемого в правой части. Очевидно, что отрицательная
определенность квадратичной формы

т  т

QskUkUsdx (12)
s= l к=1

обеспечит отрицательность левой части равенства (10), а значит, устойчивость стационарного решения.
Отметим, что в случае модели с сосредоточенными параметрами (система обыкновенных диффе­

ренциальных уравнений), который определяется условием (4), отрицательная определенность квадра­
тичной формы (12) является и необходимым условием устойчивости тривиального решения.

Представим теперь, что мы переходим к рассмотрению диффузионной модели с распределенными 
параметрами. В этом случае можно ослабить достаточное условие устойчивости стационарного реш е­
ния. Для этого воспользуемся неравенством Стеклова- Пуанкаре -  Фридрихса (см. [4], [8] [3] с. 150, [1] 
с. 62)

J  \ v u , \ 4 x > j ^  J  uldx,
Q Q

где d = diam Q -  диаметр области Q. Отсюда

1 ^ /• m Q /» m Л Л m  m

- - /  \ u\^  J  u l d x - ^ 9 , J  + J  ' ^ ^ e , k U k U , d x .
Г»  ̂— ̂  Г»  ̂— ̂ Г»  ̂— ̂ k=l

(13)

Теперь можно утверждать, что достаточным условием устойчивости стационарного решения является 
отрицательная определенность квадратичной формы

т  т

A s k  U kU s, (14)
s = l к =1

где
Ask = ‘dsk -  8ks9sld^.

Чтобы наглядно продемонстрировать, как меняются свойства модели при введении распределенных 
параметров посредством добавления диффузионных членов, рассмотрим случай

bsk = О, s ,k  = 1,.. . ,т .

В бездиффузионном случае нулевой вектор не является устойчивым решением. Если же все уравнения 
системы содержат диффузионные члены, то есть при

9s > О,

квадратичная форма (14) примет вид
1П

(15)
S =  1

и, очевидно, будет отрицательно определенной, что означает устойчивость нулевого решения. Другой 
интересный пример дает уравнение Хотеллинга

^  = А (^  -  р)р + ВАр,

где р -иском ая функция, р = р{х,у, t) е С^(Й) П С^(Й) при каждом f > О,

А =
дх^ ду^

есть оператор Лапласа, А, В, ^  суть заданные положительные постоянные. Это уравнение описывает 
рост и распространение популяции. При этом входящие в уравнение величины имеют следующий
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смысл: А  -  темп роста популяции, В -  темп распрострапепия, ^ -  коэффициент пасыщ еппой плотности, 
р -  плотность популяции, t -  время.

Пусть w(x, у) -  стационарное решение уравнения Хотеллинга, то есть решение уравнения

А (^  -  w)w + BAw = 0.

Изложенный выше метод приводит к заключению о том, что условие

^ ВW >  --------
2 2Ad^

является достаточным для устойчивости стационарного реш ения w(x, у) (см. [2], [6]). На сей раз интерес­
но отметить, что в диффузионном случае (при В Ф 0) нулевое стационарное решение может оказаться 
как устойчивым, так и неустойчивым, что определяется размером области Й.

Предложенный нами выше метод ослабления достаточных условий устойчивости стационарных 
реш ений в диффузионных моделях можно применять и к исследованию устойчивости нетривиальных 
стационарных решений. Рассмотрим в качестве примера классическую модель У. Кермака и А. Мак- 
Кендрика распространения инфекции

I t
= -p s i ,

f , = -  " ■ 

f  =

(16)

(17)

(18)

где Р ж у — положительные постоянные.
Эта модель, предложенная в 1927 г. [7], по-видимому, является исторически первой из компартмен- 

тальных моделей, суть которых состоит в том, чтобы разделить популяцию на несколько групп (англ. 
compartments), доли которых в рассматриваемом случае обозначаются следующим образом: S (англ. 
susceptible) — восприимчивые, I  (англ. infectious) — больные, R (англ. recovered) — выздоровевшие. Впо­
следствии на основе модели (16)-(18) было создано внушительное количество моделей, уточняющих ее 
и приспособленных к различны м ситуациям. Мы изменим модель (16)-(18) путем добавления в правой 
части каждого уравнения диффузионного члена, после чего получим систему уравнений в частных 
производных

= -P SI  + 9tAS,
dt

f ^ = p S I - Y l ^ d 2 A L

—— = y l  + Э-iAR. 
dt

(19)

(20) 

(21)

Будем рассматривать систему (19)-(21) в области Й с  границей, представляющей собой простую ку­
сочно гладкую кривую Г = и введя согласованные с исходной моделью единообразные обозначения 
щ  =  U i { x , t )  =  S, Uz  =  U z i x j )  =  I, щ  =  U i { x , t )  =  R, наложим на решение (mi,M2, Мз) дополнительные 
условия

-  краевые:

HjUj + r]j
dUi
dv I х е д П

= Bj(x), + Г]] > 0, > 0, T]j > 0,

-  начальные:
U j { x ,  0) = W j ( x ) ,  j  = 1, 2,3.

(22)

(23)

Здесь Bj(x) €  C{dQ), W j ( x )  e C ^ ( Q )  nC (Q ), j  =  1, 2, 3, Й  =  Й  U d Q .  Пусть вектор w  =  (w i(x), Wzix), гУз(х))- 
стационарное решение системы (19)-(21), то есть решение системы

-f!wiwz  + i?iAwi = О, 

Pwiwz -  fW2 -I- 9zAwz = 0, 

fW2 -I- |?зАгУз = 0,

(24)

(25)

(26)

удовлетворяющее краевым условиям

^jWj+r]j-
dW;
dv х € Э П

= Bj{x), > 0, fjj > 0, f ] j  > 0.



Пусть Z = z{x ,t)  = u{x,t)  -  w(x) = (z i,z2, Z3) — вектор отклонений от стационарного решения. 
Подставим в систему (19)-(21) представление и = w + z. Тогда уравнение (19) неренишется в виде

+ Zi)(w2 + Z2) + i9iA(wi + Zi).
dt dt dt

После очевидных тождественных преобразований получим:

dz
—  = -f iw iw z -  (iziWz -  (iwiZz -  Pzizz + i9iAwi + i9iAzi. 
dt

Учитывая, что функция wi удовлетворяет уравнению (24), мы получим:

dzi

dt
= -jSziWz -  fiwiZz -  fizizz + diAzi.  (28)

Умножим равенство (28) на Z \ ,  a полученное после этого равенство проинтегрируем по области Й. 
Получим:

J  z \ d x  = j  (~j]zlw2 -  I^WtZtZz -  l^zlzz) dx + Эг j  ZtAztdx .  (29)
Q Q Q

Применяя ко второму интегралу в правой части равенства (29) первую формулу Грина, получим

“ У  z \ d x  = j  (-fiz lwz -  fiwtZtZz -  fizlzz) d x -
Q Q

\ V z i \ U x - d ^ J  gidT.  (30)

n ЭП

в  равенстве (30) функция gi{x) тождественно равна нулю на Г, если = О или gi = ^iz\!r]i, если
jiiTji > 0. Ко второму интегралу в равенстве (30) применим неравенство Стеклова -  Пуанкаре -  Фридрихса,
после чего получим:

\ ^ t  j   ̂ j  ~ -  fizlzz) d x -

(31)
n ЭП

Поступим аналогичным образом с двумя оставшимися уравнениями системы (19)-(21). Из (20) по­
лучим неравенство

“ У  z l d x <  j  (j3w2ZiZ2 + l^wizl + l^zizl) dx-

~  J  z l d x - 9 2  J  gzdT, (32)

n ЭП

a из (21) — неравенство

z l d x < Y  J  Z 2 Z s d x - ^  J  z l d x - 9 i  J  gsdT, (33)
n n n ЭП

где, как и ранее, функция gj{x)  тождественно равна нулю на Г, если jijr]j = О или gj = jijzyrjj,  если
> О, j  = 1, 2,3.

Складывая неравенства (31)-(33), получим неравенство

3 3

^ J t j  A k j Z k Z j d x - j  ' ^ 9 j g j d T  + J  {^z^zl -  ^ z \ z 2 ) dx, (34)
Q Q 3Q Q

где

A n  = ~ . A 22 = ~ Y ~ ^  > ^33 = (35)

A i 2 = (}W2 -  /?Wl , A 23 = Y ^13 = 0. (36)
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Пользуясь критерием Сильвестра, получаем следующие достаточные условия отрицательной опреде­
ленности квадратичной формы.

All = -fiwz ~ ^

А цА гг ~ А,, - - / ! W 3  - - f iw i  -  г  -  - -  (W2 -  Wi) > о,

(37)

(38)

{AuAzz -  AIz) Азз -  A 11A 23 -

^  -j9wi -  Г -  ^  (W2 -  Wi)
r (39)

Эти условия на практике, при компьютерных симуляциях, проверяемы. Отметим, что если в рамках 
этой модели рассматривать тривиальное стационарное решение Wi = W2 = W3 = О, условия (37-39) будут 
выглядеть следующим образом:

А ц  = ^ >  О, (40)

о 9i
А 11А 22 -А ^2  = ^ > О,

(А11А22 -  Ajg) А33 -  А11А23 -

9з\ < 0.

(41)

(42)

В модели с сосредоточенными параметрами, то есть при |?1 = dz = 9з = О, условия (40)-(42) не выполнены, 
тривиальное решение неустойчиво. В модели с распределенными параметрами при didz^i > О условия 
(40), (41) выполняются в любом случае, так что содержательным достаточным условием устойчивости 
тривиального решения становится условие (42), которое, очевидно, можно переписать в виде

Г
4

(43)

Выполнение этого условия возможно для областей с небольшим диаметром. Для областей с большим 
диаметром это условие не выполняется. Мы не берем на себя смелость выносить окончательный вер­
дикт этому явлению на языке предметной области. Осмелимся лиш ь предположить, что для больших 
областей диффузия (распространение инфекции за счет миграции) оказывает небольшое влияние на 
устойчивость нулевого уровня зараженности, решающее же влияние оказывают параметры роста. Прав­
да, возможно, эти параметры зависят в том числе и от условий диффузии. В любом случае приходится 
признать, что модели процесса роста и распространения заболеваний пока далеки от законченных 
очертаний.
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