
Прикладная математика & Физика, 2020, том 52, #  2, С. 62 70.

УД К  517.952 DOI 1 0 .1 8 4 1 3 /2 6 8 7 -0 9 5 9 -2 0 2 0 -5 2 -2 -6 2 -7 0

У Р А В Н Е Н И Я  К И Р К В У Д А  -  З А Л Ь Ц Б У Р Г А  Д Л Я  Р Е Ш Е Т Ч А Т Ы Х  
К Л А С С И Ч Е С К И Х  М О Д Е Л Е Й  С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Й  М Е Х А Н И К И  

Ю . Н. Вирченко, Е. Ю . Московченко

Белгородский государственный национальный исследователький университет, 
г. Белгород, 308015, Россия

E-mail: virchQbsu.edu.ru

Аннотация. Изучается класс решетчатых моделей статистической механики классических систем с сум­
мируемым парным потенциалом взаимодействия, которые с физической точки зрения описывают т.п. раз­
бавленные системы многих частиц. Получена система уравнений для частных распределений вероятностей, 
аналогичная системе уравнений Кирквуда -  Зальцбурга, которая применяется для исследования непрерыв­
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Abstract. Lattice models of statistical mechanics of classical systems with a summable pair interaction potential, 
which from the physical point of view describe the so-called diluted systems of many particles are studied. The 
equations system of partial probabilities is obtained that is similar to the Kirkwood -  Salzburg system which is 
used when continuous models are studied.
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Введение. Математическим объектом изучения в равновесной статистической механике явля­
ются гиббсовские вероятностные меры. Частным случаем таких мер, который изучается в настоя­
щей работе, являются гиббсовские меры, связанные с т. и. решетчатыми моделями, которые явля­
ются математическими моделями систем многих частиц, рассматриваемых в физике твердого тела. 
Для решетчатых моделей меры определяются посредством задания семейства согласованных меж­
ду собой частных распределений вероятностей Рл[̂  ̂ ^даментарных событий 0 (A),
каждое из которых сопоставляется множеству Л С |Л| <  d =  1, 2, 3 (конечной части кристал­
лической решетки), принадлежащему специальному классу конечных подмножеств из Z d. Тогда 
гиббсовская мера P[S  ̂ события S, связанного с фиксированным конечным множеством
Л С ^^^дельных значений последовательности (Рл [^];Л С Z d),
S С П(Л^  ̂ ^^^^^^^^щейся последовательности множеств Л ^  Z d. Такие
предельные значения вероятностей называются термодинамически предельными вероятностями. 
По поводу используемой терминологии (см., например, [Миплос, 2002], [Gallavotti, 1999]).

Одной из задач статистической механики является задача вычисления предельных значений 
P  [S] И ОДИН из иодходов к решению этой задачи связывается с нахождением подходящей системы



уравнений, связывающих предельные значения ^^^айных событий S. В простей­
шем случае решетчатых моделей, которые соответствуют гиббсовским точечным случайным полям 
и называются «решеточным газом», такой системой уравнений являются интегральные уравнения, 
которые применялись для исследования таких моделей в работах [Gallavotti, Miracle-Sole, 1967], 
[Добрушин, 1968], а также ее видоизменение в работе [Пастур, 1974]. В последнем случае систе­
ма уравнений апалогичпа системе уравнений Кирквуда -  Зальцбурга [Kirkwood, Salsburg, 1953], 
используемой при изучении непрерывных моделей статистической механики. Настояш,ая работа по­
священа выводу системы интегральных уравнений, которая представляет собой обобщение систем 
уравнений, полученных в цитируемых работах, на случай решетчатых систем, которые представ­
ляют собой векторные расслоения гиббсовских точечных случайных полей. Кроме того, мы распро­
страним положения спектральной теории Л. А. Пастура для полученной памп системы уравнений.

2 . В ек тор н ы е р еш етч аты е  м одел и  ста ти сти ч еск ой  м еханики . Определим для каждого 
множества ^  пространства (©(Л), Рл) решетчатых систем статистической механики,
изучаемых в настоящей работе, где ©(Л) ^  пространство состояний системы (пространство элемен­
тарных случайных событий) и Рл ^  пормироваппая мера, заданная в соответствии со структурой 
измеримости на П(Л).

Прежде всего, онишем класс подмножеств Л(Ь) =  Л С для любого L G N+
множество Л =  {0 ,1 ,..., L }d — aL (1,..., 1 ^  aL =  L/^^ тел и L — сетное, и ( L — 1)/^^ тел и L -  нечетное. 
При этом для любого ^  включение Л(L + 1 )  D Л(L^ и U!^=o Л(L) =  ^исло L
будем называть размером множества точек в множестве ^   ̂ ^^»iepом L равно
|Л| =  (L + 1 ) d.

Пространства состояний решетчатых систем статистической механики для каждого из указан- 
Л

©(Л) =  0  © ( { x } ) . (1)
хел

Подразумевается, что на пространстве состояний &л имеется структура измеримости и на ней 
определен интеграл но а-аддитивной мере. При этом измеримые множества определяются как пря­
мые произведения измеримых множеств в каждом из пространств © ({x }^  ^^^^шний с x  G Л, а 
мера на ©(Л^ произведение мер |Лхел dmx , где входящие в это произведение ме­
ры dmx  x  G ^  распределения вероятностей Рл[^] случайных
событий S С ©(Л^ ^^^^жики определяются, для каждого Л, на основе
задания фупкциопала Ил[̂  ̂ ^^^^^^^^стве состояпий ©(Л) посредством формулы

Рл[^] =  exp (  — И л /т )  П  dmx ,
хел

(2 )

Qл ^  e x ^  — И л /^  П  dmx . (3)I 1х •
 ̂  ̂ хел

Здесь параметр Т  >  ^^^^^^атурой. Фупкциопал Ил [̂ ] называется гамильтонианом
системы.

Для рассматриваемых нами в этой работе векторных решетчатых моделей пространство со­
стояний © ({x }^   ̂ ^^^дой точке x  G Л определяется формулой

© ( { x })  =  { ( p (x), s (x)) : p(x) G { 0 ,1}, s (x) G R " , s2(x) <  s2}, (4)

s G (0 , ж ), n G ^  прострancTBO ©(Л^ мпожество пар (p(x), s(x)) функций
на ^оторых p(x) — ^ 'нкц ия  со значениями { 0 , 1  ̂и s(x ) — векторное ноле на
^  ^^^тениями в R n  n =  1, 2, ^^тентами пространства ©(Л) являются пары
(p(x), s(x)^ ^ ^^^^мьтопиап Ил [̂  ̂ такой паре число из R. Поэтому его значения
мы будем, далее, обозначать посредством Ил [р, sj.

© ( {x } )
x  G ^  по Лебегу множествами в R^ значении p(x) =  0, так и
нри значении p(x) =  ^̂  ^ мера dm[s(x)j на каждом из этих пространств определяется сферически 
симметричной плотностью f  (ŝ  ̂ ^^^^^^^точенной на [0, ^^теированной точки x  G Л
дифференциал меры множества точек пространства © ({x }^  ^^^^ото значения р =  p(x) G {0 ,1 } ,
составляющий дифференциальную часть s” - 1dsd^ стоя около точки s G R^ с |s| =  s,
определяемую дифференциалом телесного утла ^аден w (s)s” -1 dsdn =  w(s)ds. Таким образом,



в соответствии с формулами (2), (3), гиббсовское распределение вероятностей для измеримых мно­
жеств ^   ̂ ^^^странстве ©(Л) векторных моделей определяется следующим образом:

Р л [^ ]=  Q - 1 ^  /e x p  (  -  Нл[р, s ] / T ) n  w (s (x ))d s (x ) ,
Р(х)е{0 ,1}л : 

(p,s)es

дл  =  Е  /  exp (  -  Нл[р, s ] / T ) n  w (s (x ))d s (x ) ,
p(x)e{ 0 ,i}A(R„)|A| хел

(4)

(5)

где |s(x)| =  s(x^ ^ обозначение =  {(s (x ); x  G Л) : ((p(x), s (x )); x  G Л) G S } .
Далее, в этой работе мы будем исследовать векторные модели, гамильтонианы которых содержат

x  G Л
формулой

Hл [p(x ) ,s] =  -  Е  p(x )(s (x ), h) +  2  Е  U (x -  y )P(x ) 1  (s (x ) ,s (y ))p (y ) . (6 )
х л х ,уе л 2

Здесь в нервом слагаемом (s(x), произведение вектора s(x ) и постоянно­
го вектора ^ ^ к ц п я  U (•) : Z d ^  ^  свойством U (—x) =  U (x^  U (0 ) =  0  и является
суммируемой |U(x)| <  ^ото, функция I ( s i ,s 2 ) является симметричной относительно

xezd
перестановок аргументов, ограниченной |I(si, s2 )| <  ^  sj G МП j  =  1,  ̂ постоянной I  >  0.
Функция I  (si, s2  ̂ ^ ^ ^ № 0  от инвариантов пары векторов (si, s2 ), то есть
от si, s2 ^ нроизведения (si, s2 ).

Для каждого n = 1  ^  |Л̂ ^ множества X  С Л  |Х| =  m и связанного с ним набора
(^s(x); x  G X ) рассмотрим вероятности

Pr{p (x ) =  1 V s(x ) G Ss(x);x  G X }  =  Q a  ̂ ^  (  П  P( x ^  ^
Р^{0 ,1}л xEX

(  f  exp (  -  Hл [p, s ] /T ) n  w (s (y ))d s (y ) .
■ s(x^ у^лs(x)eSs(x); s(x)eRn ;

xex  xeл\x

Здесь знаком «тильда» помечены случайные величины.
Введем плотности f m( X ; s(x ), x  G X ) распределения этих вероятностей, которые выражаются 

производными по мере X ds(x^ ^^^^жества

f m ) (X ; s (x ), x  G X ) =  Q a  ̂ ^  (  П  P(x )w (s(x
pe{0 ,i}A xex

J  e x ^  -  Нл[р, s
s(y)eRn : 
уел\х

П  w (s (y ))d s (y ) . 
уел\х

(7)

Тогда каждая из вероятностей p ( X ) =  Pr{/5(x) =  1; x  G X }  0  =  X  С Л определяется формулой

w (s(y ))ds(y ) =p (X ) =  Е  /  f ( ^ ) ( X ; s (x ), x  G X ) П ^
pe { 0 ,i }^  s(y)i Rn : ye xр£{ 0 ,1}л s(y)e 

yex

=  Q - 1  Е  ( П  p (x )w (s (x )^  f  e x ^  -  Нл[р,s]/T^ П  w (s(y ))ds(y ).
pe{0,i}A xe x  s(y)eRn: у£л\х

УёЛ\Х

Формулу (7) можно записать в ипой форме, более удобной для решения той задачи, которой 
посвящена настоящая работа. Сопоставим каждой функции p(x^^ ^^^^жество Z  =  {z  G Л : p(z) =  1}, 
в терминах которого запишем формулу (6 ) для гамильтониана системы

Hл [p (x ) , s] =  Hл(Z ; s ) =  -  Е (s (z ) , h ) +  1  Е  U (x  -  y )I (s (x ) , s (y ) ) .
zGZ (x,y)GZ

X

X

X



П л о т н о с т ь  f!in') ( X ; s ( x ) , x  G X  ̂   ̂ т а к о й  ф у н к ц и и  H  (Z  ̂  Z  С Л за п и с ы в а е т с я  в  в и д е

f ( f ) ( X ; s (x ) , x  G X ) =  Q X ^ m  w ( s ( xw(
^  X

X ^  f  e x p  (  — Ил (х  и Y ; s ) /T )  П  w ( s (y ) ) d s (y ) , (9 )

Yс л\х s(y )esx; yeY
yeY

Qл =  ^  /  e x p  ( — Ил (Х ; s ) / t )  П  w ( s (x ) ) d s (x ) . (1 0 )
v^^■Js(x):xeX ^X C ^  s(x ) ;x e^   ̂ x eX

3 . П е р и о д и ч е с к и е  у с л о в и я .  В  с т а т и с т и ч е с к о й  м е х а н и к е  ч а с т о  п р и м е н я е т ся  а п п р о к си м а ц и я , 
о сн о в а н н а я  п а  за м ен е  га м и л ь т о н и а н а  И^ ^^^^^^^тонианом Н л, п о л у ч а е м о м  в р е з у л ь т а т е  о т о ж д е с т в -

Л © (Л )
с о с т о я н н й  м о д е л и . П о л у ч а е м а я  п р и  э т о м  м о д е л ь  н а зы в а е т с я  м о д е л ь ю  с  п е р и о д и ч е ск и м и  г р а н и ч н ы ­
м и  у сл о в и я м и , с о о т в е т с т в у ю щ е й  и сх о д н о й  р е ш е т о ч н о й  м о д е л и  (см . [М и н л о с , 2 0 0 2 ]). И с п о л ь з о в а н и е  
м о д е л и  с  п е р и о д и ч е ск и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  у п р о щ а е т  в с е в о з м о ж н ы е  к о н с т р у к ц и и  в р а м к а х  
с т а т и с т и ч е с к о й  м е х а н и к и , св я з а н н ы е  с  в ы ч и сл е н и я м и  с т а т и с т и ч е с к и х  и  т е р м о д и н а м и ч е с к и х  х а р а к ­
т е р и с т и к  м о д е л и  и  д о к а з а т е л ь с т в а  у т в е р ж д е н и й  о  ее к а ч е ст в е н н ы х  с в о й с т в а х .

О б ы ч н о , п о н я т и е  с и с т е м ы  с  п е р и о д и ч е ск и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  в в о д и т с я  в  т о м  сл у ч а е , к о ­
гд а  в з а и м о д е й ст в и е  о б л а д а е т  к о н е ч н ы м  р а д и у с о м  [М и н л о с , 2002]. О д н а к о  п р и  о ц ен к е  эн е р г и и  к о н ­
к р е т н о г о  с о с т о я н и я , в  ч а с т н о с т и , п р и  р е ш е н и и  за д а ч и  о б  о п р е д е л е н и и  о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  к о н е ч н о й  
с и с т е м ы  с т а т и с т и ч е с к о й  м е х а н и к и , с о в с е м  не о ч е в и д н о , ч т о  а п п р о к си м а ц и я  и с х о д н о г о  г а м и л ь т о ­
н и а н а  Ил [•] с и с т е м ы , к о т о р ы й  ф и з и ч е с к и  не о б л а д а е т  к о н е ч н ы м  р а д и у с о м  д е й с т в и я , к а к и м -л и б о  
га м и л ь т о н и а н о м  к о н е ч н о г о  р а д и у с а  д е й с т в и я , п р и в о д и т  к  б л и з о с т и  в ы ч и с л я е м ы х  в ел и ч и н .

В  э т о м  р а зд е л е  м ы  в в о д и м  д л я  к а ж д о й  м о д е л и , о п р е д е л я е м о й  га м и л ь т о п и а п о м  (6 ) ,  п о н я т и е  
а п п р о к с и м и р у ю щ е й  ее м о д е л и  с  п е р и о д и ч е ск и м и  гр а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  в т о м  сл у ч а е , к о г д а  п о т е н ­
ц и а л  U п е  о б л а д а е т  к о н е ч н ы м  р а д и у с о м  д е й с т в и я , и  н а х о д и м  о ц е н к у  б л и з о с т и  эн е р г и й  и сх о д н о й  и

© (Л )
З а ф и к с и р у е м  м н о ж е с т в о  ^  ^  ^ ^ ^ ^ ^ ети м  д л я  к а ж д о й  т о ч к и  x  G Z d д е й с т в и е  о п е р а ­

т о р а  Р ^  ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ю п и я . Т о ч к а  x  G Z ^  ^ ^ е д с т а в и м а  в в и д е  x  =  (L  +  1  ̂ 5!^^=! njej  +  y ,

y  G Л  ê  ̂ ^  ^ р т ы  в  R ^  ( e j ) j  =  Si  ̂ nj G Z, i, j  =  1 ^  t o  о п р е д е л е н и ю , P л x  =  y .
О п р е д е л е н и е .  Гамильтониан

Н л [р , sj =  — ^  р ( x ) ( s ( x ) ,  h ) +  1  ^  U  ( x  — y ) p ( x ) 1  ( s ( x ) ,  s ( p л У ) ) р ( рлУ ) (1 1 )
х ел х ел,

y ezd,y = x

назовем гамильтонианом с нериодическими граничными условиями, анироксимирующим гамильто­
ниан Ил [р, sj.

С о п о с т а в и в  к а ж д о й  ф у н к ц и и  p (x^  ^^^^ж ество Z  =  { x  G Л : p ( x )  =  1 } ,  ф о р м у л у  (1 1 ) , о п р е д е л я ­
ю щ у ю  га м и л ь т о н и а н  с  п е р и о д и ч е ск и м и  у с л о в и я м и , за п и ш е м  в ви д е

Нл ( Z ;  s )  =  — ^  ( s ( x ) ,  h )  +  1  ^  U ( x  — у ) 1  ( s ( x ) ,  s ( P л y ) )  . (1 2 )
х ех  х е^,

y еZd:x = Pл y еZ

Н о р м о й  У • ^ ^ ^ ^^ ^ м оп и ап а  Н л н а зы в а е т с я  ч и с л о

у И л [р ,s jy o  =  m ax{|Л | - 1|И л[p,sj| : ( p ( x ) , s ( x ) ; x  G Л ) G © (Л ) ,Л  С  Z d}  . (1 3 )

В  с л у ч а е  г а м и л ь т о н и а н а  с  к о н е ч н ы м  р а д и у с о м  д е й с т в и я , о ч е в и д н о , ч т о  р а з н о с т ь  м е ж д у  эн е р ­
ги я м и  И л[sj и  Н л [ŝ  ^ ^ ^ щ а д и  п о в е р х н о с т и  к р и ст а л л а , т о  е с т ь  L d 1
п р и  L  ^  ж .  Е сл и  ж е  в з а и м о д е й с т в и е  я в л я е т с я  д а л ь п о д е й с т в у ю щ и м , т о  та к а я  о ц е н к а  м о ж е т  б ы т ь  
сл а б ее .

Д л я  п о л у ч е н и я  о ц е н о к  б л и з о с т и  н о  н о р м е  У • ^ ^ ^ ^ ^ ^ м он и ан ов  И л [р, s ^  Нл [р, sj у с т а н о в и м  
п р е д в а р и т е л ь н о  с л е д у ю щ у ю  п р о с т у ю  г е о м е т р и ч е с к у ю  о ц е н к у

Л е м м а .  Для любой точки z  G Z d имеет место следующее неравенство

|Л П ( Z d \ Л +  z)| <  d L d- 1 m a x {| z j|; j  =  1 , . . . ,  d }  =  d L d- 1yzy (1 4 )

и при |z| >  ^ V d  +   ̂ ^^^^^мяется |Л П ( Z d \ Л +  z)| = 0 .

X



^  точка x  G ^  ^^ной из осей на величину L приведет к тому, что
Л Л  

z =  d= 1 ^ j ^ j  G {0,1^ ^ она выйдет за пределы Л, либо попадет в угловую
точку вектора  ̂  ̂ не превосходит точка x, наверняка, выйдет за
пределы тели |z| >  что точка x  G ^  ^^извольно, то ЛП(Zd\Л +z) =  0 ,
если |z| >  ^ V d  +  1 . Отсюда следует последнее равенство в формулировке леммы.

Доказательство неравенства (14) проведем индукцией но ^ ^ р и  d =  ^  |z| <  L имеем точное 
равенство, так как Л =  {0 ,1 ,..., L ^  Л+ z  =  { z , z + 1 ,..., z+L^^ ^ г д а  |ЛП(Z\Л+z)| =  L -(L -| z| ) =  |z|.

d

d
|Л П (Z d \ Л +  z)| =  (L +  1)d -  П  (L + 1  -  |zj |),

j= i

TO для значения (d +  1  ̂ ^ точки z =  (z1, ..., zd, zd+ 1), имеем, согласно предположению индук­
ции,

d+ 1

|Л П (Z d + 1 \ Л +  z)| =  (L + 1 ) d+ 1 -  П (L +  1 -|zj|) =
j = 1

d d d+ 1

= ( L + 1^ ( L + 1)d -  П ( L + 1 -  |zj |̂  +  ( ( L + 1) П ( L + 1 -  |zj |) -  П ( L + 1 -  |zj  |0  <
j = 1  j = 1  j = 1

d
<  dLd max{|zj |; j  =  1 ,..., d} ^   ̂ ^ (L +  1 -  |zj |̂  (L +  1 -  (L +  1 -  |zd+ i|)) <

j = 1

< d(L +  1)d max{|zj|; j  =  1 ,...,d } +  (L +  1)d|zd+i | <  (d + 1 )(L  +  1)d max{|zj |; j  =  1, ...,d  + 1 } .  Ш

Из полученной геометрической оценки следует оценка близости энергий произвольного состоя­
ния (p(x), s ( x ) )  x  G остове гамильтопиапов Н  ̂ и Нл-

Т еорем а . Имеет место следующее неравенство:

УНл[р,s] -Н л [р , s] ^0  <  2 (L + ^  Е  |U (z)iyzy. (15)
( ) ^ Zd :z= 0

□  Очевидны следующие неравенства:

|Hл [P, s ] - Нл [р, s ] | <  2  Е  |U ( x  -  y ) | I  ( s ( x ) , s ( p лУ ) ) <
xeл, 

уех^\л

<  2  Е  |U(x -  y)| =  2  Е  |U(z)||Г(z;Л)|, (16)
xeЛ, zeZd :z= 0

уех^\л

где Г(z;Л ) =  {(x , y) : x  -  y  =  z, x  G Л, y  G Л}.
Каждая нара, принадлежащая r (z , Л̂  ̂  ^^ азом  определяется точкой x  G Л

так, что y  =  x  -  z G ЭТом x  =  y  +  z G Z d \ Л +  z. Следовательно,

{x  : (x, y) G r (z , Л )} С { x  : x  G Л, x  G Z d \ Л +  z }  =  Л П (Z d \ Л +  z ) .

Тогда |r(z, Л)| <  |Л П ((Z d \ Л) +  z)|  ̂ ^^етку (14), получаем (15). ■
Из полученной оценки (15) разности энергий следует, что для дальнодействующих взаимодей­

ствий с конечной нормой У • 0̂ ) для которых

Е  |U (>(x )|yx y =  то ,
Wd

Л
нроксимации исходной системы соответствующей ей системой с периодическими граничными усло­
виями в случае дальнодействующих потенциалов взаимодействия. Этот факт был отмечен в работах 
[Клюев, Вирченко 2015], [Вирченко, 1991]. Тем не менее, справедливо



С л ед стви е . Если И л[р, sj имеет конечную норму, то при термодинамическом предельном пе­
реходе имеет место

lim тЛ|1И л [P, sj — Нл [p, sj| = 0 . (17)|л|̂ то |Л|

^  как У И л [р, s jyo <  то |U( z ) | <  функций U ( •) такого типа имеет место

l im  YL— LLiim  "L ^ |U (z )|yz y = 0 .
zел

В самом деле, выберем произвольное число £ >   ̂ ^ т к о й  размер L^, для которого

Е  |U(z)l < £ .
z : |z| >Le

Тогда при L >  Lg справедлива оценка

Е  |U(z)|УzУ =  Е  |U(z)IУzУ +  Е  |U(z)IУzУ.
zеЛ zеЛ:|z|>Le zеЛ:|z|<Le

Для оценки первой суммы используем неравенство УzУ <  ^  ^^^строванном Lg,

Е  |U(z)|УzУ < £ L  +  Е  |U(z)IУzУ.
zел zеЛ:|z|<Lн

Подставим эту оценку в (15), где учтем, что при |z| >  1  Л П ((Z d \ Л) +  z) =  0 ,

|И л[р,sj — Нл[р,sj| <  1 d(L + 1 ) " - ! /  Е  |U(z)IУzУ <
хех^:z= 0  
|z|<LVd+ 1

< 1 dLd/e  +  1 d(L + 1 )^ - ! /  Е  |U(z)IУzУ ,
xеZd : z = 0 ,|z|<Le 

|z|<LVd+ 1

так как LV'd + 1  >  L̂  ̂ ^^сти неравенства на |Л| =  L^ ^ к нределу L ^  ж . В
результате, так как второе слагаемое в правой части стремится к пулю при фиксированной величине 
Lg, то мы получим, что

lim TVT1И л [P, sj — Н л [P, sj|<  £.|л|—то |Л|

Ввиду произвольности величины £ >  ^^^^^таем (17). ■
4. И н теграл ьн ы е уравнен ия д л я  п л отн остей  f m. Выведем систему уравнений для плотно­

стей fm(f) ( X ; s (x ), x  G X^ с парным потенциалом U, аналогичную системе,
введенной в работе [Пастур, 1974], при изучении модели решеточного газа. При ее выводе исполь­
зуется схема рассуждений, аналогичная той (см. [Рюэль, 1971]), которая используется для анализа 
многочастичных копфигурационных функций в статистической механике непрерывных систем.

X  =  { x  : р( x) =  1 } С Л 
плотностей f ,^ ) ( X ; s (x ), x  G X ) в следующем виде:

fm^)( X ; s (x ) ,x  G X ) =  QX 1 Е  ( П  w(s(x
Y сл\х хех

^ J  e x ^  — Ил(X и Y ; s ) / ^  П  w (s (y ))d s (y ) . (18)
s(y)еRn : yеY

yеY

Введем в рассмотрение функцию K (x 1 — x 2; s 1, s2) =  exp( —U (x 1 — x 2 ) / (s1, s2 ) /T ) — 1, определенную 
для каждых x 1, x 2 G Z ^  s 1, s2 G R^  ̂ ^ ^^^^^^^щую функцию на Z d x P (Z d^̂ щ е P (Z d) -
семейство всех конечных подмножеств Z d:

x))

W л(x ; X ; s (y ), y  G X ) =  exp (̂ [(s (x ), h ) — Е  U(x  — y ) / ( s (x ), s ( Py
xех,yеzd:
x=Pлyех



W л(x ; 0 ) =  дая любых X  С Л \ { x }  Y  С Л \ { x }  X  П Y  =  0  имеет место

exp ( -  Hл ( { x } и X  и Y ; s ) /T ) =

=  W л(x ; X ; s (y ), y  G X ) W л(x ; Y ; s (y ), y  G Y ) exp ( -  Hл (X  U Y ; s ) /T ) =

=  W л(x ; X ; s (y ), y  G X ) П  ( 1  +  K (x  -  y ; s (x ), s (y )^  exp ( -  Hл (X  U Y ; s ) /T ) . (19)
yeY

| X  и Y| =  1 Hл (X  U Y ; s ) = e x p ( ( h , s (z ) ) ) ,
z  =  x , y
Определим, далее, функцию

K (x ,s ; Y ; s(y), y  G Y ) ^   ̂ П  K (x  -  y; s ,s (y ) ,y  G Y)^ щ и  |Y| >  0; 1̂  щ и  |Y| =  0 .
yeY

такую, что

П  ( 1 +  K (x  -  y; s(x ), s (y )^  =  Е  П  K (x  -  y; s(x ), s (y )) =  Е  K (x , s; Y ; s(y), y  G Y ). (2 0 )
yeZ YCZyGY YCZ

Наконец, введем в рассмотрение пространство таборов f  ̂ =  ( f ,^ ) ( X ; s(x ), x  G X ) : 0  =
X  С Л̂  ^^^жций с s(x ) G МП x  G Л.

Подставим (19), вместе с (20), в выражение для /m + 1(X  U {x } ;  s (y ), y  G X  U { x } ^  X  С Л \ { x } ,  
получаемое на основе (18):

fm + i(X  U {x } ;  s (y ), y  G X  U { x } )  =  w (s(x))W л(x; X ; s (y ), y  G X ) x

<Qa  ̂ E  E  ( n w (
YCЛ\XU{x} Z: YCZ, yeX 

ZcЛ\XU{x}

K (x , s; Y ; s(y), y  G Y )x

s(y)eRn : 
yeY

x e x ^  -  H л(X U Y ; s ) / ^ ^  w (s(y ))ds(y )
yeY

и произведем следующие преобразования суммы:

(2 1 )

Q a  ̂ Е  Е  ( П  w (s(y
YСЛ\ХU{x} Z: YCZ, yeX

ZCЛ\X U{x}

K (x , s; Y ; s(y), y  G Y )x

s(y)eRn : 
yeY

e x ^  -  Hл(X U Y ; s )/^ ^  w (s(y ))ds(y ) =
ye Y

Е  /  K (x , s; Y ; s(y), y  G Y ) П  w (s (y ))ds(y ) x
YCл \X U{ x}  s(y )e Rn : ye X UY

ye Y

x Q - 1 Е  /  e x ^  -  Hл (X  U Y  U Z ; s ) / ^  П  w (s(z))ds(z) =
XUYU{x}^ . 4̂ zezZcЛ\(XUYU{x}) s(z)'

S JYcЛ\(XU{x}) s(y)eRn : 
yeY

zeлz

K (x , s; Y ; s(y), y  G Y ) x

/mf_)|Y| (X  U Y ; s(z), z G X  U Y ) -  f^^Ji+iYi ( {x }  U X  U Y ; s(z), z G X  U Y  U { x } ) ^  d s (y ) ,
yeY

так как E zcЛ \({x}uxuY )( )̂ =  E zcЛ \(xuY )( )̂ - E xezcЛ \(xuY )( )̂ - Подставим полученное выражение
Y = 0

плотностей распределения вероятностей f ,^ ) ( X ; s(x ), x  G X ^  s(x ) G МП x  G X  0  =  X  С Л: 

fm ) i (X  U {x } ;  s (y ), y  G X  U { x } )  =  w (s(x))W л(x; X ; s (y ), y  G X ) x

X



fm^)( X ; s(z), z G X ) — f m ) 1 ( {x }U  X ; s(z), z G X  U {x } )  +

^  ^  /  K (x , s; Y ; s(y), y  G Y ) x
Yсл \(х и (х} ) s(y)еRn : 

yеY

x [f m+iY|(X  U Y ; s(z), z G X  U Y ) — f ,(f-) 1+iY|( {x }  U X  U Y ; s(z), z G X  U Y  U { x } ) ] П  ds(y ) . (22)
yеY

Таким образом, нами получена система интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода, которой 
подчинен набор плотностей распределения для векторных решетчатых моделей.

Можно показать, что эту систему можно рассматривать в пространстве Ел- В связи с этим, ее
x  X  U { x }  С Л

унифицировать. Будем полагать, что в каждом X  С Л эта точка выбирается первой в смысле 
лексикографического порядка па решетке Zd.

Наконец, укажем, что предельные плотности f m( X ; s (y ) ,y  G X ^  m G N  0  =  X  С Z d, полу­
чаемые при термодинамическом предельном переходе Л ^  Z d, должны удовлетворять следуюш,ей 
предельной системе интегральных уравнений:

fm +1 (X  U {x } ;  s (y ), у  G X  U {x } )  =  w (s (x ))W (x ; X ; s (y ), y  G X ) x

X f m ( X ; s(z), z G X ) — fm + 1 ( {x }  U X ; s(z), z G X  U { x } ) +

+  Е  I K (x , s; Y ; s(y), y  G Y ) x
- .r  ^ r7 7 j\ / , r 1 \ J

X

Y с х ^ \ (х и {х } )  s(y)■еRn : 
y е Y

fm+lY| ( X  U Y ; s ( z ) ,  z  G X  U Y ) — f m + 1+|y| ( { x }  U X  U Y ; s ( z ) ,  z  G X  U Y  U { x } ) ] П  d s ( y )  . (2 3 )
y е Y

Эта система может рассматриваться как видоизменение, но отношению к классическим вектор­
ным решетчатым моделям, известной системы интегральных уравнений Кирквуда -  Зальцбурга 
[Kirkwood, Salsburg, 1953] в статистической механике непрерывных моделей.
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