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ПРЕДИСЛОВИИ ПЕРЕВОДЧИКА.

Въ речи, произнесенной мною при открытш Физиво-ма- 
тематическаго Общества при Императорскомъ Еазанскомъ 
Университете и напечатанной подъ заглав1емъ: „Изъ исторш 
и философш п о н я т  о ц'кломъ числе“ , яимйлъ между про- 
чимъ ц'Ьлью обратить внимаше на выдающейся по своему 
значетю  для философш и педагогш математики мемуаръ 
Г. Гельмгольца: „Счетъ и изм4реше“, помещенный имъ въ 
сборнике философскихъ статей, посвященныхъ известному 
историку философш Е . Целлеру по случаю его пятидесяти­
летиям) докторскаго юбилея ’).

Въ этомъ мемуар'Ь знаменитый нгЬмецкш ученый вы- 
яеняетъ съ обычною ясностью психологичесшя основатя 
акшомъ ариеметики подобно тому, какъ въ раньше опубли- 
кованныхъ работахъ онъ высказалъ свои взгляды на опытное 
происхождеше геометрическихъ aKcioMb и на значеше гео- 
ыетрш, созданной нашимъ Н. й . Лобачевскимъ.

Высокое значеше мемуара Гельмгольца привело меня 
къ мысли о его переводе на русскш языкъ; на и зд ате  этого 
перевода я получилъ благосклонное разр'Ьшеше знаменитаго 
ученаго.

Къ переводу мемуара Гельмгольца я присоединяю пере- 
водъ другаго мемуара, посвященнаго тому-же понятш о чи­
сле и принадлежащаго моему незабвенному учителю Ле­
опольду Кронекеру 2). Къ простМшимъ прим'Ьрамъ обобще- 
т я  поняйя о цЬОюмъ положительномъ числе, е ъ  введенто 
отрицательныхъ м  дробныхъ чиселъ, знаменитый ариеметикъ 
прилагаетъ те  идеи, которыя были положены имъ въ осно-

*) Philosopli sche Aufsatze Eduard Zeller zu seinem fiinftigjiihrigen
Doctor-Jubilaum g< widmet. Leipzig 1887.

2) Этотъ мемуаръ «Ueber den Zahlbegriff» ломйщенъ въ т$хъ-&е 
•Philosophische Aursatze» и загбм ъ перепечатанъ съ добавлешемъ, отно­
сящимся къ вопрпсу объ изолироваши вещественныхъ несоизм£римнхъ  
корней алгебраических^ уравненМ , въ: «Journal fa r  die reine und ange- 
wandte Matliematik. Bd. 101.
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ваше его классическаго сочинен1я: Grundziige einer arithm e- 
tischen Theorie der algebraischen Grossen".

Мемуары Гельмгольца и Кронекера, особенно взятые 
выйсгЬ, посвящены на столько важнымъ и интереснымъ во­
просами., что я позволяю себй выразить надежду, что мой 
иереводъ, сделавши ихъ бол'Ье доступными для русскихъ пе- 
дагоговъ, не останется безъ вл1яш я на нашу педагогическую 
литературу.

А. Васильевь.
Казань 5 апр. 1893.



ОЧЕТЪ 1 ИЗМФРЕН1Е.
Г . ф онъ  - Г Е Л Ь М Г О Л Ь Ц А .

/Н е смотря на тЬ, что счетъ и изм'Ьреше составляют^, 
>сноВашя •' най бол'Ье 'плодотворных?., в§рныХъ и точныхъ изъ 
1сФхъ изв'Ьстныхъ намъ научпыхъ методовъ, ихъ ‘ основныя 
гстнны сравнительно мало разработаны съ точки зр^шя 
'ёорш позеатя. Стропе последователи Канта, придержи- 
шошдеся его системы въ тоыъ вндгЬ, какъ она исторически 
ш вилась изъ воззрешй и знанш его времени, должны раз 
;матривать съ философской точки 3pifiifl аксюмы ариемети- 
си, какъ данныя a priori основныя положения, определяющая 
грансцедентальное воззрЬше времени, подобно тому какъ ак- 
:тмы геометрш опредёляютъ воззрЬше пространства. Такое 
зонямаше аксюмъ въ обоихъ случаяхъ пе могло не служить 
помехою дальнейшему обоснованно и выводу этихъ положен^.

Я старался показать въ моихъ предъидущихъ работахъ, 
что акаомы геометрш не суть a priori данныя положения, 
что онЬ напротивъ ыогутъ быть подтверждены и опровер­
гнуты опытомъ. Этимъ не опровергается взглядъ Канта на 
яространство какъ па трансцедентальную форму воззрешя; 
устраняется только, какъ ын’Ь кажется, отдельная недоска­
занная частность его мнешя, имевшая впрочемъ роковое 
шачеше для метафизическихъ стремлешй его последователей.

Защищаемая мною эмпирическая теорш, не признающая 
1кс1омы геометрш за недопускающш доказательства и не 
нуждающаяся въ доказательстве положешя должна быть ко­
нечно подтверждена п на происхожденш гщищетаческихъ 
аксаомъ, стоящихъ къ форме воззрЬшя времени въ отноше­
нии аналогичномъ отношенш между акскшами геометрш и 
формою воззрешя пространства. ,

Ариеметики до сихъ поръ выставляли, аксшмаади сле­
дующей ‘ положешя:

Аксюма I. Если двЬ величины равны третьей, он’Ь 
равны между собою.

Аксюма II. Ассощ ат т ный законъ сложетя, по обозна- 
чеш.ю Г. Грассуаина:

(а Ь) +  с =  а +  (0 -ь с).
1*



ч_
AitciOMa III. Коммутативный зпконъ сложетя: 

а -+■ Ь =  Ъ ■+■ О/

Аксюма IV. Равное, приданное къ равному, даетт равное.
А киома V. Равное, приданное къ неравному, даетъ не­

равное.
Далее чемъ проч1е ариеметики, которыхъ работы мне 

известны, пошли въ изслёдованш объ акпомахъ ариемети­
ки Германъ и Роберть Грассманнъ, ра^сматривавпп'е при 
томъ вопросъ съ философской точки з р 1;шя; въ посл1.дую- 
щемъ развипи арпемегическихъ положений я буду поэтому 
придерживаться ихъ пути. Они сводить обе ашшмы Пи III 
на одну, которую мы будеыъ называть аксюмою Грассманна 
а именно:

(а +  Ъ) + 1  =  a -t- {b + 1);

изъ нея одной они выводятъ обе обиц'я теоремы, доказывая 
ихъ по способу перехода оть n m n  + l Для \ чешя о сложе- 
нш отвлеченпыхъ чиселъ достигнуто такимъ образоыъ, какъ я 
^ад^ю сь показать въ последующем ь, правильное огпокаше. 
Но въ вопросе объ объективномъ приыЬнеш'и ариеметики 
къ физическимъ величинамъ присоединяется ki, дну&п. поня- 
TiaMb о величипгъ и о равновелшомъ, смыслъ кигорыхъ въ 
области фактовъ остается неразъясшшьш-ii, еще третье поия- 
Tie объ единицгь. ВместЬ съ этимъ разгматриваше a priori 
физическихъ величинъ составленными изъ единиць кажется 
нне излишниыъ ограничешемъ области приложимости най- 
денныхъ предложешй.

Между новейшими ариеметиками по своим ь взпядамъ 
къ братьямъ Грассманпамъ существенно примыкаетъ Е. Шре- 
деръ2); въ некоторыхъ иажныхь вопросах !, онъ однако пошелъ 
еще дальше. Прежше ариеметики привыкли принимать за 
основное нонят1'е о числе понят1е о численноститгредметовъ 
и потому не могли вполне освободиться отъ законовъ отно- 
шенш между этими предметами; они прииимали поэтому за 
фактъ, что численность группы предметовь независптъ отъ 
порядка, въ которомъ они пересчитываются. Г. Ш редеръ 
ш-рвый, сколько мне известно, обратилъ внимаше на пробле­
му, связанную съ этимъ фактом-}.; совершенно правильно онь

*) Hermann Grassmann. Die Ausdehnungslehn1 I Anfl. Leipz 1 N44- 
Zweite 1878. Robert Grassraann. Die Form enlelire oder Mathematik. S tettin  
1672.

*) Lehrbncli der Arithm etik and Algebra, Leipz. 1883.



призналъ здесь существоваше психологической задачи и ука- 
залъ на необходимость определить тЬ эмлиричесшя качества,. 
ноторыя должны принадлежать предметамъ для того, чтобы 
они могли быть пересчитываемы.

Кроме того сюда-же относяпцяся изследовашя относи­
тельно попятит о величине находятся въ „allgememe Fun- 
ctionentheorie“ П. Дюбуа-Реймонда (Tiibingen 1882. Th. I. 
Cap. I) и въ сочиненш доктора Эльзаса: „Ueber die Psy- 
chophysik“ (M arburg 1886. стр. 49 и сл ). Но обе книги зани­
маются спещальными изследовашями и не останавливаются на 
полномъ развитш основашй ариеметики. Оба писателя выво- 
дятъ поня'пе о величине изъ пошшя о линш, первый съ 
эмпирической точки зрЬшя, второй съ точки зреш я строгаго 
Кант1апства. Мои возражения противъ последней точки зреш я 
уже упомянуты выше и развиты въ моихъ прежнихъ работахъ. 
Г. Дюбуа-Реймондъ оканчивает!. свои изследовашя парадок- 
сальнымъ утверждешемъ, что обЬ противоположныя точки 
зрЬнЬ!, равноприводяпщ къ прогиворЬч1ямъ, равновозыожны.

Такт.-какъ последний авторъ справедливо признается 
весьма остроумнымъ математпкомъ, съ особеннымъ интере- 
сомъ углублявшимся въ основания своей науки, то получен­
ный имъ конечный результатъ побуждаетъ меня изложить 
мои собственныя мысли по поводу проблемы объ основашяхъ 
ариеметики.

Для первоначальной характеристики той точки зреш я, 
которая ведетъ къ простымъ последовательяымъ выводамъ 
и къ разрешешю упомянутыхъ противореч1й можетъ послу­
жить следующее: я разсматриваю ариеметику или учеше о 
отвлеченныхъ числахъ, какъ основанную на чисто психологиче- 
скихъ фактахъ методу, которая учи^ъ последовательному упо- 
треблешю’ системы знаковъ (именно чиселъ), обладающей без­
граничною распространимостью и безграничной способности къ 
улучшенио. Ариеметика изследуетъ именно, при какихъ различ- 
ныхъ способахъ соединения этихъ знаковъ (операщяхъ счета) 
получается одипъ и тотъ-же конечный результатъ. Она учитъ 
между прочимъ заменять более простыми вычислешями вычи- 
слешя чрезвычайно запутанныя, вътомъ числе даже таи я , кото­
рыя не могли бы быть кончены въ конечное время. Несмотря на 
важность производимаго такимъ образомъ испыташя внутрен­
ней последовательности нашего мышлешя подобное заняие 
было-бы конечно только остроумною игрою надъ воображаемы­
ми предметами (Поль Дюбуа-Реймондъ сравниваетъ его въ 
шутку съ задачею о движенш коня на шахматной доске), 
если-бы оно не допускало вместе съ тЬмъ столь чрезвычайно



полезных* приложений. Действительно посредствомъ этой 
системы зпаковт. т. е. чиселъ мыдаемъ ташя описашя отно- 
шенШ вещественныхъ предметовъ, которыя въ случае приме­
нимости могутъ дать сколь угодно большую степень точности; 
посредствомъ этой системы знаковъ могутъ быть пайдены 
въ очень болыномъ числе случаевъ заранее вычислешемъ 
численныя значения, измеряются результат* взaимoдeйcтвiя 
т4лъ природы, повинующихся извёстнъшъ законаыъ.

При этомъ является вопросъ: какое объективное эначе- 
nie имёетъ выражеше отношешй вещественныхъ предметовъ 
какъ величинъ съ помощью именованныхъ чиселъ и при 
какихъ условмхъ допустимо такое выражеше? Вопросъ этотъ 
разделяется; какъ мы найдемъ, на два более простые, именно:

1) Какое объективное значеше имеетъ то, что мы счи­
таем!. два предмета въ известномъ отношении равными,

2) Какой харавтеръ должна иметь физическая связь 
двухъ объектовъ для того, чтобы мы могли считать сравни­
мые аттрибуты ихъ за аддитивные (допускаюшде сложёнТе) 
и сами эти аттрибуты поэтому за величины , которыя могутъ 
быть выражены именованными числами? Действительно име- 
нованныя числа мы разсматриваеыъ какъ составленныя изъ 
ихъ частей (единицъ) посредствомъ сложешя.

Е ст ест в ен н ы й  р я д ъ  ч и с е л ъ .

Счетъ есть операц;я, основывающаяся на томъ, что мы 
находимся въ состоянш удерживать въ памяти последова­
тельность, въ которой являлись во времени одинъ за другимъ 
акты нашего сознашя. Мы можемъ по этому разсматривать 
числа, какъ рядъ произвольно избранныхъ знаковъ, для кото- 
рыхъ только одинъ определенный видъ последовательности счи­
тается нами естественнымъ или „натуральеымъ". Обозначе- 
nie „натуральнаго" ряда чиселъ связано, правда, съ опреде- 
леннымъ приложен1емъ счета:именно съ определешемъ числен­
ности (Anzahl) даннихъ реальныхъ вещей. Прикидывая вещь 
одну за другою къ пересчитываемой куче, мы произносимъ 
числа одно за другимъ въ ихъ естественномъ порядке. При 
этомъ порядокъ числовыхъ знаковъ не имеетъ никакого зна- 
чешя; какъ слова для обозначешя чиселъ различны въ различ- 
ныхъ языкахъ, такъ и последовательность ихъ можетъ быть 
произвольно определена, но только съ темъ, чтобы неизменно 
какая нибудь определенная последовательность считалась нор­
мальною или естественною. Эта последовательность является 
действительно нормою или закономъ даннымъ нашими пред­



ками, выработавшими языкъ. Я оттеняю это обстоятельство» 
такъ какъ кажущаяся „естественность" ряда чиселъ проис- 
ходитъ только отъ неполнаго анализа п о ш т я  о числе. М а­
тематики называютъ этотъ естественный рядъ чиселъ рядомъ 
положителъпыхъ цгьлыхъ чиселъ. „

Рядъ чиселъ врезался въ нашу память прочнее всякаго 
другаго ряда, что происходите безъ сомн$шя отъ его более 
часта го повторешя. Мы употребляемъ его поэтому и для того 
чтобы укрепить въ нашей памяти воспоминаше о другихъ 
посл’Ьдовательнос.тяхъ т. е. мы употребляемъ числа какъ по­
рядковый числа.

О дн о зн а ч н о ст ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и .

Въ ряду чиселъ ходъ впередъ и ходъ назадъ не суть 
одинаковые, но существенно различные процессы подобно после­
довательности ощущенш во времени, между тЬмъ какъ въ ли- 
шяхъ, неподвергающихся и зм ен ен т  во времени, ни одно изъ 
двухъ противуположныхъ направлешй движешя не отличается 
отъ другого.

Фактически каждый актъ, будетъ-ли это ощущеше, чувство 
или воля, действуете въ нашемъ сознанш вместе съ воспо- 
Мииашями о прогаедшихъ актахъ, но никогда не можетъ 
быть смешанъ съ будущими, которые еще не существовали 
въ сознанш, и1 всякш настояшдй актъ сознается нами, какъ 
специфически- отличный отъ воспонинанШ находящихся ря- 
домъ съ нимъ. Черезъ это настоящее представлеше противо­
полагается предъидущимъ, это стношеше не можетъ быть из­
менено въ противное и ему необходимо подчиняется каждое 
представлеше входящее въ наше сознаше. Въ этомъ смысле 
включеше въ последовательность по времени есть неизбеж­
ная форма нашего внутренняго воззрения.

С м ы с л ъ о б о з н а ч е ш я .

Вследств1е предъидущихъ разъясненШ каждое число мо­
жетъ быть определено исключительно своимъ положешемъ 
въ нормальпомъ ]йду.

Значекъ единица  приписываемъ мы тому члену после­
довательности, съ котораго начинаемъ.

Леа есть число, которое следуете въ нормальномъ ряду 
за единицею непосредственно т. е. безъ вставки другаго числа.

Т р и  есть число, которое также непосредственно следуетъ 
за двумя и т. д.



Н 4тъ викаго основашя где-нибудь прервать этотъ рядъ 
или возвратиться къ ранее употребленному знаку. Десятичная 
система позволяете действительно просто и удобопонятно 
продолжать рядъ безпредельно, не повторяя ни одного числен- 
наго символа и комбинируя между собою только десять раз- 
яичныхъ знаковъ ').

Числа, которыя следуютъ за данныыъ числомъ въ нор- 
мальномъ ряду, будутъ называться высшими, ч'Ьмъ это число; 
ге, которыя предшествуютъ ему, низшими. Такое определе- 
Hie даетъ полное разчленеше чиселъ, основанное на существе 
последовательности во времени; оно можетъ быть формули­
ровано въ виде следующей аксшмы:

Аксю ма V I. Е сли  два числа различны , то одно изъ 
нш ъ должно быть выше другаго.

С д ож еш е о т в л е ч е н н ы х ъ  -чиселъ.

Для постановки общихъ закововъ о числахъ, я нуждаюсь 
въ известныхъ обозвачешяхъ буквеянаго исчислешя. Каждая 
буква латинскаго алфавита будетъ обозначать всякое произ­
вольное число, но всегда одно и то-же въ одной теореме или 
въ одномъ вычисленш.

Объяснете знакоположенгя: если какое нибудь число 
обозначается буквою а, то следующее за нимъ въ нормаль- 
номъ ряду будетъ обозначаться знакомь (а +  1).

Этотъ знакъ («.4- 1) такимъ образомъ не будетъ иметь 
первоначально другаго значешя. Но вообще, какъ обыкновен­
но, скобки будутъ обозначать, что заключающаяся въ нихъ 
числа должны быть соединены въ одно число прежде чемъ 
будутъ производиться проч1я указавшая операцш.

Знакъ равенства: а = Ъ долженъ въ чисчомъ учен т о 
числахъ обозначать: „а есть то-же число, что и Поэтому 
изъ а — Ъ, с = Ъ, следуегь непосредственно а =  с, ибо оба 
вышеприведенныя уравнешя обозвачаютъ, что оба числа а и 
с тожественны съ Ъ. Такимъ образомъ подтверждается при­
менимость акаомы (I) для ряда целыхъ чиселъ въ ученш о 
числахъ.

С ч етъ  ч и сел ъ .

Мы разсматриваемъ теперь нормальный рядъ чиселъ 
твердоустановленнымъ и даннымъ.

*) Въ «теорш чиселъ» встречаются ряды чиселъ, въ которнхъ n o c a i  
изв4стнаго числа является опять единица такъ что числа пер1одически 
ловторявзтся.



Мы можемъ члены его разсматривать, какъ данный въ 
нашемь сознанш рядъ представлешй, котораго порядокъ на­
чиная съ произвольно выбраннаго члена мы можемъ снова 
обозначать норыальнымъ рядомъ чиселъ, начинающимся съ 
единицы.

Опредгьлете. Числомъ {а +  Ъ) обозначается то число глав- 
наго ряда, которое получается при счете до 6, если при 
числе ( а -t-l) я считаю единицу, при числе [(я +  1) +  1] —  
два и т. д

Onucauie этой операцш  можетъ быть представлено въ 
сл’Ьдующемъ уравненш (Грассмановская аксюма сложешя).

(я +  Ъ) +  \  =  а + (Ъ +  \ ) . . .  .(1 р

Объяснете: Это уравнеше говорить, что если я, считая 
« + 1  за единицу, досчитаю до Ъ, и при этомъ нахожу число 
обозначенное а + Ъ, то считая еще дальше въ первомъ ряду 
прихожу к ъ й + 1, во второмъ къ числу, следующему за а + Ъ, 
именно [(я + Ъ) +  1] На этомъ основанш я обозначаю упоми­
наемое въ определеиш [ ( « + 1) +  1] также [« + (1  +  1)] или 
(а +  2), дальше [(а +  2) +  1] черезъ а  +  3 и т. д. и т. д.

На языкЬ ариеметики мы должны были-бы назвать эту 
операцш сложешемъ и число (а +  Ъ) суммою а и Ъ, числа а 
я Ъ слагаемыми, но я обращаю впимаше па то, что въ 
приведенной операцш числа а и Ъ играютъ неодинаковую 
роль; поэтому необходимо прежде показать, что они могутъ 
быть переставлены безъ изменешя суммы, что и будетъ сде­
лано дальше. Не упуская изъ виду этого замечашя, мы мо­
жемъ, употребляя упомянутые термины, сказать, что формула 
а + Ъ указываетъ, что Ъ должно быть прибавлено къ а и наз­
вать (а + Ъ) суммою а и Ь, причемъ однако долженъ строго 
соблюдаться порядокъ между этими числами и Ъ непременно 
должно стоять после а. Поэтому а можетъ быть названо пер- 
вымъ слагаемымъ, Ъ вторымъ. Соответственно этому въ каж- 
домъ последовательномъ уиотребленш обозначенш каждое чи­
сло (а +  1) должно быть разсматриваемо какъ сумма пред- 
шествующаго а и единицы..,

Указанный способъ производить сложеше долженъ всегда 
дать результатъ, находящейся въ нормальномъ числовомъ ряду 
и конечно одинъ и тотъ-же для однихъ и техъ-же чиселъ а 
и Ъ. Каждый изъ шаговъ, изъ которыхъ мы составляем^ сло­
жеше а +  Ъ, есть переходъ въ ряду положительныхъ цЬлыхъ 
чиселъ отъ (а + %) къ (а +  ф) +  1 и отъ Ъ къ (6 +  1).
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Каждый отдельный шагъ выполниыъ и каждый отдель­
ный шагъ долженъ соответственно нащимъ предположещям'ь 
о неизменности числоваго ряда въ нашемъ сознаши дать 
одинъ и тотъ-же результатъ.

Такимъ образомъ несомпенно получится число, соответ­
ствующее числу (а +b) и только одно. Эта теорема соответ­
ствуешь содержание акиомы IV, если мы приложимъ ее въ 
отвлеченнымъ числамъ и къ указанному здесь способу сложешя.

Съ другой стороны изъ праведеннаго описашя операцш 
следуетъ, что (а~\-Ъ) необходимо отличается отъ а  и конечно 
выше, ч-Ьмъ а , если Ъ есть одно изъ целыхъ положительныхъ- 
чиселъ.

Если с есть высшее число чемъ а, я долженъ, отсчиты­
вая отъ а вверхъ, несомненпо достигнуть до с и при этомъ 
долженъ сосчитать, какимъ чисяомъ но порядку, начиная отъ а , 
является с. Если оно есть Ъ— тое, то

С= {а + Ъ).

Мы будемъ это предложеше для дальнейшихъ цитатъ- 
обозначать:

Аксюма Y1I. Е сли число с выше, чгьмъ другое число а, 
то я могу с представить какъ сумму а и нгькотораго иско- 
маго цгьлаго положительнаго числа Ь.

Теорема I . О последовательности выполнетя многих* 
дтъйствт сложены. (Законъ асеощативпости по Грассманну).

Е сли  мы къ суммгь l a + Ь) должны прибавить число с, 
то получимъ тотъ-же результатъ , который получается, 
если къ числу а прибавить число (b +  с).

Теорема эта въ виде уравнешя напишется

( я + &) ■+■ с — а-\- (Ь +  с) . . . (2).

Доказательство:
Теорема имеетъ место, какъ выражаетъ уравнеше I  

для с\= 1 . Нужно показать, что, если она верна для какого- 
нибудь с, то верна и для слЬдующаго с + 1 .

Пб уравненш 1 имеемъ:

[(оч- й) +  с] + 1  =  ( я + й) +  (с -ь 1)
[ а +  (Ъ +  с)] + 1 =  а +  [(£ +  с) +  1] =  а + \Ъ -+- (с + 1)].

Последнее равенство имеетъ место на основании уравне­
шя 1. Если теорема 2 имеетъ место для значешя с, то вы- 
ражешя стояпця въ левыхъ частяхъ двух® равенствъ суть
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одни и те-же числа, и поэтому им’Ьемъ также 

(в +  6) +  (с + 1) =  ct +  [ J +  (с + 1)].

Т. е. теорема им'Ьетъ м4сто и для (с ч -1).
Такъ-какъ теорема, какъ раньше замечено, им^етъ место 

для с =  1, то она им'Ьетъ место и для с =  2 . Если она спра­
ведлива для с=  2, то справедлива для с =  3 и т. д. безпре- 
д^льно.

Прибавлете: Такъ-какъ оба выражешя, входящ]'я въ 
ypaBHeHie 2 , имеютъ одно и то-же значеше, то мы можемъ 
для обоихъ ввести одно и то-же обозначеше безъ скобокъ:

а +  Ъ + с= (а+ Ъ ) + с =  а +  (Ъ + с) . . . 2а.

Но въ этихъ выражешяхъ мы не им4емъ права пере­
менять последовательность чиселъ а, Ъ, с до гЬхъ поръ по­
ка не докажемъ законность подобной перемены.

О бобщ ение зак он а  а с с о щ а т и в н о с т и .

Мы обобщаемъ сначала обозначеше данное въ 2а\

-й =  я +  6 +  с +  с?+ . . .  h-\-l . . . 2*

должно обозначать сумму, въ которой отд'Ьльныя сложешя 
производятся въ томъ порядке, въ которомъ они написаны. 

Для краткости пусть

m  + R = m  + a + c + d +  . . .  + к + 1 ,

между тЬмъ какъ

vti +  {R) =  ш  +  (й +  Ъ •+■ с +<? +  . . .  +

По смыслу обозначения

{ R )+ m  = R  +  m.

Друпя бoльшiя латинсюя обозначешя будутъ употреб­
ляться въ томъ-же смысле какъ R.

Тогда имеемъ
R + b  + c + S = [ { R )  +  b +  c] +  S , такъ какъ эти выражешя ра- 
внозначущи. Съ другой стороны по 2а

(R) +  b + c = {R) + (b + c).
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Итакъ
jR + & + c  +  /Sl =  [ i? + ( J  +  c)] +  iS,= i 2 +  (5 +  c) +  (S

т. е. вместо того, чтобы складывать все члепы ряда одинъ 
за другимъ можно сначала соединить два среднихъ въ одну 
сумму.

После того какъ это произведено, только-что составлен­
ная сумма (й +■ с) представлена однимъ числомъ, и можно 
подобнымъ же образомъ идти далее, соединяя каждую произ­
вольную другую пару посл'Ьдовательныхъ чиселъ и т. д.

Такимъ образомъ при произвольно болынемъ числе членовъ 
последовательность, въ которой производятся сложешя ука- 
занныя знаками 4-, можетъ быть изменяема безъ изменешя 
общей суммы.

Теорема I I .  (Закот  коммутативности по Г . Грасс- 
м анну). Е сли  въ суммгь, состоящей изъ двухъ слагаемыхъ, одно 
изъ слагаемыхъ есть единица, то порядокъ можетъ быть 
измпненъ.

Этому закону соответствуете уравнение 

1 +  а =  а 4-1 . . .  3.

Доказательство. Уравнеше верно для а =  1. Снова нужно 
показать, что если оно верно для какого нибудь опредёлеп- 
наго значен1я а, оно верно для а 4-1.

Действительно по уравнению 1

(1 4-я) 4-1 =  1 4- («4-1).

По предложенно для а имеетъ место уравнеше 3, 
следовательно (14- а)4 -1  =  (сг4- 1) 4- 1.

Изъ этихъ двухъ уравненш следуете:
1 4 -(а4 -1 ) =  (а4 -1 )4 -1 , что и требовалось доказать.
Такъ-какъ теорема верна для а =  1, то она верна для 

а =  2 и такъ-какъ она верна для а ==2, то верна для а =  3 
и т. д. безпредельно.

Теорема III. Въ каждой суммп>, состоящей изъ двухъ 
слагаемыхъ, порядокъ слагаемыхъ мооюетъ быть измгьнет безъ 
измгьненгя числа , соотвптствующаго суммгь.

Т. е. а +  Ъ =  Ь +  а . . .  4.

Предложеше по теореме II справедливо для й =  1.
Если оно справедливо для определеннаго значешя й, 

то справедливо и для (S 4- 1). Ибо по теореме I:
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(я +  Ь) + 1 -=я+(& -н 1); по нашему предположешю 

( я + Ъ) + 1  =  (Ъ +  я) + 1  =  1 +  {Ъ+ я) =  (1 +  Ъ) +  я =  (b -+-1) +  (X.

Посл^дше три перехода сделаны посредствомъ уравне­
ния 3, 2 и снова 3. Итакъ

я  -+- (6 + 1) =  (Ъ +  1) +  я, что и требовалось доказать.
Изъ предложешя я + 1  =  1 + я  сл^дуетъ такимъ образомь

я +  2 =-2 + я ,  отсюда 
я +  3 =  3 +  я  и т. д.

Доказательство аксюмы V. Если я и / 1 суть различная 
числа, то мы можемъ, какъ было показано въ акпом е VII, 
всегда определить положительное целое число Ъ такъ-что

{а+Ъ) = f .
Тогда c + f  = c + { a + b )  =  {c+a)-4-b.

Поэтому (с + а) необходимо отлично отъ (c + f ) т. е.
Различный числа, прибавленный къ одному и  тому-же 

числу , даютъ различный суммы.
Но такъ какъ по теореме III

c + f = f + c , а + с = с  + а,

то последнее следггае  можетъ быть написано также:

( f+ c )  =  {a +  c)+b ,

т. е. одно и  mo-же число, приданное къ различнымъ числамъ, 
даетъ различный суммы.

Отсюда сл^дуетъ важная для теорш вычиташя и урав­
нений теорема, что два числа, даюпця при прибавленш одного 
и того же числа къ каждому изъ нихъ одну и ту-же сумму, 
должны быть тожественны.

И зи й н е ш е  п о р я д к а  п р о и зв о л ь н о  м н о г и х ъ  эле*
м е а т о в ъ .

При до сихъ поръ описанномъ способе отсчитывашя 
имелись два ряда чиселъ, которые въ нормальномъ ряду ос­
тавались на своихъ мЬстахъ, будучи такъ комбинируемы по 
парно что п  -+- 1-ый былъ сопряженъ съ 1-ымъ, п  +  2—  
съ 2-ымъ и т. д. Только начальные пункты двухъ последо­
вательностей въ ряду чиселъ были различны.
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Мы можемъ теперь разсмотрЪть более обпцй случай 
элементовъ двухъ рядовъ, изъ которыхъ одинъ долженъ сохра­
нять определенную последовательность и поэтому можетъ 
быть представленъ знаками чиселъ, другой же имеетъ пере­
менную последовательность. ^Для последняго мы будемъ упо­
треблять, какъ знаки буквы, греческаго алфавита. Эти буквы 
имеютъ определенную последовательность, запечатленную въ 
нашей памяти; мы будемъ разсматривать эту последователь­
ность какъ одну изъ множества другихъ столь-же возможныхъ, 
твердое знаше которой намъ облегчаетъ разс.уждешя, хотя 
и оставляемъ за собою право произвольно ее видоизменять.

Съ другой стороны мы требуемъ, чтобы при выполняе- 
мыхъ изменев1яхъ последовательности этихъ элементовъ ни 
одинъ не могъ быть выпущепъ и ни одинъ не могъ быть 
д о в т о р е н ъ . Для легчайшей проверки мы положимъ, что груп­
па элементовъ должна содержать вс/Ь буквы, предшествующая 
въ общепринятомъ азбучномъ порядке какой-нибудь изъ буквъ 
напр. х.

П ер естан ов к а  д в у х ъ  п о с л 4 д о в а т е л ь н ы х ъ  э л е м е н ­
тов ъ  стр ок и .

Если съ двумя последовательными числами п  и п л - 1 
сопряжены два элемента напр, s и Z, то п  можетъ быть 
комбинировано съ е или ц  получаются два вида комбинацш

"  « +  1 или « n + l
е £ С г.

Если мы вместо цервой изъ этихъ двухъ комбинащй вве- 
демъ вторую, все-же проч1я сопряженныя пары изъ числа и 
буквы оставимъ безъ изменешя, то ни одно число не потеря- 
етъ сопряженной буквы, ни одна буква сопряженнаго числа, 
мы не потеряемъ ни одной буквы и не повторимъ ни одной. 
Если такимъ образомъ рядъ, содержавший обе первыя выше- 
приведенвыя пары, до перестановки составлялъ группу, безъ 
пропусковъ и повторешй, то то-же свойство будетъ иметь 
и рядъ, получивппйся после перестановки.

Лодходящимъ повторетемъ т аиш ь перестановок со- 
аъдпихг, элементовъ группы можно каждый произвольно вы­
бранный элемента группы сош ат ь первымъ въ р я д у , не 
производя ни  повторены , пи пропусковъ. Действительно если 
выбранный элементъ £ есть »-тый, то я могу его переме­
стить съ п — 1, потомъ съ п —2— тымъ и т. д. такъ-что
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«го место будетъ ни?ке и ниже, пока я ве дойду до низ- 
шаго места группы именно 1.

Иодобнымъ-же образомъ каждый элементъ ряда, котораго 
место выше ш-таго, можетъ быть сд'Ьланъ т -тымъ, не произво­
дя ни повторешй, ни пропусковъ. При этой последней опе­
рацш гЬ члены ряда, место которыхъ ниже «г-таго, не изме- 
няютъ своего места.

Отсюда слгЬдуетъ: Повторяя перестановку сосгьдтхъ 
членовъ группы, можно произвести всякую возможную послгь- 
дователънЪстъ членовъ, не выпуская и  не повторяя элементовъ.

Действительно можно произвольно предписать, какой 
•членъ долженъ быть первьшъ членомъ ряда и достигнуть 
этого вышеуказаннымъ способомъ. Потомъ можпо указать, 
какой членъ долженъ быть вторымъ и достигнуть этого. 
При этомъ элементъ, сделавнпйся первымъ, не выводится изъ 
своего положешя. Потомъ мояшо определить третей и т. д. 
до последняго.

Теорема I V . Ат т рибут ы  ряда элементовъ, неизмть- 
няющ1еся, когда произвольные сотднге элементы могутъ быть 
ж ремш епы въ своемъ порядкп,, не изменяются ни при  ка- 
комъ возможномг измгънети порядка элементовъ.

Эта теорема приводить къ обобщент закона коммута­
тивности сложенгя.

Болышя буквы пусть обозначаютъ, какъ и при обобще­
н а  закона ассощативности, суммы произвольно болыпаго 
числа чиселъ. Тогда по обобщенному закону ассощ'ативности

R  + a +  b + S = R  + { а 6) +  S.

По закону коммутативности для двухъ слагаемых'], 

а +  Ъ = Ъ + а.

Такиыъ образомъ въ виду того, что (а + Ъ) есть то-же 
•число, что и (Ъ + а). мы имеемъ:

R  +  а +  Ъ + S  — R  +  (b +  а) -+- S  =  R  +  Ъ + а + S .

Последний переходъ делается на, основанш закона ассо- 
щативности.

Такъ-какъ въ данной сумме-могутъ быть такимъ обра- 
-зомъ перемещены два произвольные следуюпре одинъ за дру­
гимъ элементы, не изменяя значеше суммы, то на основанш 
теоремы IV они все могутъ быть перемещены между собою 
и помещены въ произвольной последовательности безъ изме- 
нешя величины суммы.
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Такимъ образомъ пять основвыхъ аксюмъ сложешя до­
казаны для положеннаго вами въ ocnoBaBie понят!я о сло- 
женш и выведены изъ него.

Остается доказать, что это понят1е совпадаетъ съ т^мъ, 
которое исходить изъ определешя численности пересчиты- 
ваемыхъ предметовъ.

Это приводитъ насъ прежде всего къ понятно о числен- 
ностц  элементовъ группы. Если для того, чтобы каждому 
элементу группы соответствовало число понадобится полный 
числовой рядъ отъ 1 до п, то п называется численностью 
членовъ группы. Разсуждешя, предшествующая теоремЬ IV, 
поканываютъ, что численность членовъ остается безъ измньне- 
т я при  измгьненги порядка членовъ, если невозможны про­
пуски и повторешя.

Эта теорема применима къ вещеетвеннымъ обт ектамъ, за 
вреленныя имена которыхъ можно считать a, J3, у  и т. д Но 
эти объекты для того, чтобы они могли быть пересчитываемы, 
должны фактически удовлетворять изв’Ьстнымъ условйшъ по- 
врайней M tp t до техъ порь, пока будетъ иметь значеше 
результатъ произведенного счета. Они не должны пропадать, 
не должны сливаться съ другими предметами, къ ниап. г.е 
могутъ прибавиться новые и ни одинъ не можетъ разделиться 
на два, тачимъ образомъ каждому имени, данному въ формЪ 
греческой буквы, долженъ соответствовать постоянно одинъ 
и только одинъ ограниченный и порознь различаГйшТГобгектъ.

Выполняются-лн эти услов1я для определенная класса 
объектовъ, можетъ быть естественно решено только посред- 
ствомъ опыта *).

Изъ вышеописанной методы выводится тотчасъ, что общее 
число членовъ двухъ грунт , не имгьющшъ общаго члена. на  
основати понятая о сложенги равно суммгь численностей 
членовъ об>ъихъ отдельных & группъ Чтобы найти общее число, 
необходимо прежде пересчитать одну группу. Если она имеетъ 
р  членовъ, то число {р +  1) придется на первый членъ второй 
группы, р  +  2 на второй и т. д. т. ч. общее число членовъ 
обёихъ группъ найдется какъ разъ тою-же операцпо пере- 
считывашя, которою дается ранее определенная сумма двухъ 
чиселъ, представляющихъ численность элементовъ каждой 
группы порознь.

Выше данное пошше о сложенш совпадаетъ такимъ 
образомъ действительно съ поняпемъ о немъ, вытекающимъ

*) Во время печаташ я а узналъ, что проф. Д. Кронекеръ подобнынъ- 
х е  образомъ развилъ поняпя чнела и численности въ своихъ декадах*  
посл4дняго вннпяго семестра.
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изъ определения общей численности многихъ группъ пересчи- 
тываемыхъ предметовъ, но имеете то преимущество, что поду­
чается безъ всякаго отношешя къ внешнему опыту.

Этимъ закапчивается доказательство ряда необходимыхъ 
дйя обосновашя ариеметики акмомъ сложешя въ томъ слу­
чае, если пош ш я о числахъ и сумме выведены изъ внутрен­
н я я  созерцашя; вместе съ этимъ доказано совпадете ре- 
зультатовъ этого вида сложешя съ тЬмъ сложешемъ, которое 
можетъ быть выведено изъ пересчитывашя внешнихъ пред­
метовъ.

Teopifl вычиташя и умножешя развивается отсюда безъ 
дальнейших* трудностей, ест  разность (а—Ь) будетъ опре­
делена какъ то число, которое должно быть придано къ Ъ 
для получешя въ сумме а и если умножеше будетъ опреде­
лено каш. сложеше равиыхъ чиселъ Я могу сослаться здесь 
на Г. Грассманна, который определяете умножеше отвлечен- 
ныхъ чиселъ двумя уравнешями: 1.а =  а,(Ь +  1).а =  Ъ.а + а.

По отношение къ вычитание нужно только заметить, 
что числа, какъ знаки последовательности, могутъ быть про­
должаемы безпредельно и въ нисходящемъ порядке, перехо­
дя отъ 1 назадъ къ 0, отъ 0 къ (— 1), (— 2) и т. д.; эти 
новые знаки могутъ быть разематриваемы совершенно также 
какъ раньше исключительно введенныя положительныя целыя 
числа. Тогда разность двухъ чиселъ имеете всегда значеше 
и притомъ единственное; она определена такимъ образомъ 
однозначно.

Остановимся на совпадети и  на различги между зако­
нами сложенгя и  умножетя.

Законы ассоциативности и коммутативности имеютъ ме­
сто для обеихъ операцш.

Какъ мы видели:

(а+Ъ) +  с = а + (Ь + с )  
а + Ъ =  Ь + а.

Точно также:
(а.Ъ).с=а.(Ъ.с)

а.Ь=Ъ.а.

Различ1е между основными свойствами обеихъ операща 
проявляется, когда посредствомъ каждой изъ нихъ соединим* 
число п  равныхъ чиселъ а. Соединенныя сложешемъ, эти 
числа даютъ произведете п.а, которое само подчинено зако­
ну коммутативности: п .а ^ а .п .

2
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Перемножеше п  равныхъ множителей даетъ напротивъ 
степень ап, въ которой а и п, за исключешемъ особыхъ слу­
чаев*, не могутъ быть перестановлены, не изменяя значеше 
степени.

Подобнымъ образомъ мы имеемъ аналогно въ отнощенш 
каждой изъ двухъ операцШ къ непосредственно следующей; 

(я+ & ).с=  (а.с) +  (Ь.с)
Оa.b)° = (ac).(bc).

Но эта аналоия отсутствуетъ при коммутацш; ибо по­
добное отношен1е не существуешь для с.(а+Ъ) съ одной сто­
роны и саь съ другой.

И м е н о в а н н ы я  ч и сл а .

Въ вышеразсмотрЬнномъ пересчитыванш неравных* пред- 
метовъ мы нуждаемся вообще только\для определешя ихъ 
полнаго числа.

Гораздо большее значеше и обширнейшее прим кнете 
имеетъ пересчитываше равныхъ объектовъ. TaKie пересчи­
тываемые объекты, если они равны въ какомъ нибудь опре- 
делеиномъ отношенш, мы называемъ единицами пересчиты- 
вашя, число ихъ называемъ именованнымъ числомъ, особый 
родъ единицъ, къ которому они принадлежать—именовангемъ 
числа.

Численность, какъ мы выше видели, можетъ быть раз­
ложима на части, которыя соединяются въ ц'Ьломъ аддитив­
но. Сумма двухъ имеповашшхъ чиселъ одинакого именовашя 
есть общая численность всЬхъ ея единицъ и поэтому будетъ 
непременно именованное число того же именовашя. Когда 
намъ приходится сравнивать две различныя группы различ­
ной численности, мы называемъ ту, которой соответствуете 
высшая численность, большею, группу низшей численности— 
меньшею. Если обе группы имеютъ одну и ту - же числен­
ность, то мы называемъ ихъ равными.

Объекты или аттрибуты объектовъ, которые при срав- 
венш съ имъ подобными допускаютъ различ1е болыпаго, рав- 
наго или меныпаго, мы называемъ величинами.

Если мы можемъ ихъ выразить именованнымъ числомъ, 
то мы называемъ это число численнымъ значенгемъ (W erth) 
величины; пр]емъ-же, посредствомъ котораго находится име­
нованное число, называется измгъретемг величины. Впрочем* 
во многихъ фактически выполненныхъ изсл'Ьдовашяхъ намъ 
удается только свести измереше на произвольно выбранныя или
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.данныя употребляемым* инструментом'!, единицы; тогда числа, 
.нами находимыя, имеют* значеше только относительных* чи­
селъ (V erhaltnisszahlen), пока эти единицы не сведены на 
общепринятый (абсолютный единицы физики). Эти общепри­
нятые единицы не могутъ быть определены по самому ихъ но- 
н я т т ,  но могутъ быть только демонстрированы или на опре­
деленных* телах* природы (веса или нормальные образцы 
длины) или на определенных* явлешях* природы (день, ка­
н а те  маятника). То обстоятельство, что они искони известны 
людям*, не изменяет* сущности и поня'пя измерешя и по 
отношение къ нему является только случайным*.

Въ последующемъ мы будемъ изследовать, при каких* 
-обстоятельствах* мы можемъ выражать числа ,  съ помощью 
именованных* чиселъ т. е. находить ихъ значеше и чего мы 
этимъ путем* достигаем* въ фактическомъ зваши. Но для 
этого мы должны прежде всего разъяснить объективное зна- 
чеше понягШ о равенстве и величине.

Ф и зи ч еск ое  р авен ство .

То особенное отношеше, которое можетъ существовать 
между аттрибутами двухъ объектов* и которое обозначено 
нами термином* „равенства", харахиеризуется вышеприведен­
ною aKcioMOio I: Е сли  двп величины равны порознь третьей, 
то онть равны между собою.

Отсюда вытекает*, что отношеше равенства есть отно- 
шеш& взаимное. Ибо изъ а = с, Ь = с вытекаетъ одинаково и 
а =  6 и 6 =  а.

Равенство между сравниваемыми аттрибутами двухъ объ­
ектов* есть исключительный случай и поэтому при факти­
ческом* наблюденш проявляется только тем*, что два рав­
ные объекта, встречаясь или действуя вместе, при извест­
ных* услорляхъ позволяют* наблюдать такой результат*, 
который вообще не встречается между другими парами по­
добных* объектов*.

Мы будемъ называть методою сравнетя npieM*, посред­
ством* котораго мы ставим* оба объекта въ услов1я необхо- 
димыя для того, чтобы быть въ состояши наблюдать указан­
ный результат* и убедиться въ томъ, имеетъ-ли онъ место 
или нет*.

Если этотъ пpieмъ сравпешя въ состоявш дать точное за- 
шпочеше о равенстве или различш определенная) аттрибута 
обоихъ объектов*, то результат* должен* зависеть исключи­
тельно и только отъ услов1я, что оба объекта имеют* со-

2*
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отв'ЬтствующШ аттрибутъ в* известной степени, предполагая,., 
конечно, что пр1емъ сравнешя примененъ правильно.

Изъ выше приведенной аксюмы сл'Ьдуетъ прежде всего,, 
что результата сравнешя долженъ оставаться безъ измгьне- 
т я. если два объекта перестановляются между собою.■ 

Х -ДалгЬе сл^дуетъ, что если оба предмета а и 6 оказыва­
ются равными, а раньше гЬмъ-же npieiioirb сравнешя было 
найдено, что а равно третьему объекту с, то сравнеше Ъ и, 
с должно показать ихъ равенство.

Таковы требовашя, которыя мы должны предъявить къ 
npieMy сравнетя. Только тате пргемы способны указать- 
равенство, которые выполняютs выставленныя требовашя.

Ч то равныя величины могутъ бытг, поставлены одна вме­
сто другой, вытекаетъ изъ этихъ предположены прежде все­
го для того результата, на наблюдены котораго мы основы- 
ваемъ утверждеше равенства.

Но съ равенствомъ въ разомотренномъ случай можетъ 
совпадать по заковамъ природы равенство и иныхъ действш 
или отпошенш соответствующихъ объектовъ такъ что и въ 
этихъ последних* отношен1яхъ соответствующее объекты мо­
гутъ быть поставлены одинъ вместо другаго. Мы выражаемъ 
это обыкновенно темъ, что объективнруемъ способность пред­
метов* производить результатъ решительный при первом* спо­
собе сравнешя, какъ особенный аттрибутъ и приписываем*, 
предметам*, которые оказались равпыми, равную величину это­
го аттрибута, причем* иныя дейггая , въ которыхъ продол­
жает* проявляться равенство, считаются действ1ями этого ат­
трибута или зависящими только отъ него. Смыа/ъ этого ут- 
верждев1я заключается въ том*, что объекты, оказывающееся 
равными при томъ способе сравнешя, который реш ает* вопрос* 
о равенстве этого особенная аттрибута, могутъ безъ изме- 
Henifl результата замещать взаимно другъ друга и въ иных* 
случаях*.

"’еличины, равенство или неравенство которыхъ опре­
деляется однимъ методоыъ сравнешя, называются „однород- 
ньш и“. Отвлекая аттрибутъ, котораго равенство или нера­
венство при этомъ определяется, отъ всего иного, различаю­
щ а я с я  въ предметах*, мы оставляемъ для соответствующих* 
аттрибутов* различных* объектовъ только различ!е по ве­
личине ‘).

’) 0пред4леш е равенства, данное Г. Грассманномъ: «равно все тог 
объ чемъ всегда можно сказать одно и тоже или общ4е, что въ каждомъ 
суж денш  можетъ быть взаимно подстановлено» цотребовало-бы, чтобн въ- 
лаждомъ отд’Ьльномъ случай, гд4 приходится умозаключать о равенств!, 
выставлялось это общее требоваше, ведущее къ недоразумФнго.
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Позволяю себе разъяснить смыслъ этихъ абстрактныхъ 
щредложешй на несколькихъ известиыхъ прим'Ьрахъ.

Вгьса. Если мы положймъ два произвольныхъ тела на 
две чашки верныхъ весовъ, то весы вообще не будутъ въ 
:равновесш и одна изъ чашекъ опустится. Но въ виде исклю­
чена найдутся пары телъ а и Ь, которыя, будучи помещены 
'На весы, не нарушаютъ j m ^ e c w . - ---

.Если мы переложимъ а и Ь, то вЬсы должны находить­
ся въ равновесш. Въ этомъ заключается известная проба 
верности весовъ т. е. проверка того, указываетъ ли равно- 
s e r ie  на этихъ весахъ равенство гирь.

Наконецъ проверяется, что, если весъ а равенъ не толь­
ко  весу 6, но и весу с, то Ъ =  с. PaBHOBecie на верныхъ 
весахъ даетъ такимъ образомъ действительно методу опре­
делить равенство.

Тела, которыхъ веса мы сравниваемъ, могутъ впрочемъ 
состоять изъ самыхъ разнообразныхъ веществъ и иметь раз­
нообразную форму и объемъ. Сравниваемый нами весъ тЬлъ 
есть только отделенный отвлечешемъ аттрибутъ тёлъ. З а ­
менять въ разсуждеши тела весами и обозначать веса ве­
личинами возможно только, отвлекаясь отъ вс-ехъ другихъ  
свойствъ эгихъ телъ. Это имеетъ практическое значеше, пока 
мы наблюдаемъ или производимъ явлешя, при которыхъ раз- 
сматривается только одинъ этотъ аттрибутъ телъ т. е. при 
которыхъ могутъ быть взаимно заменяемы те  тела, которыя 
на весахъ находятся въ равновесш. Это имеетъ между про- 
чимъ место, когда мы измеряемъ инертность телъ.

Но то обстоятельство, что тела равнаго вЬса имеютъ 
одинаковую инертность и могутъ въ этомъ последнемъ отно- 
шенш заменять другъ друга, вытекаетъ не изъ попяия о ра­
венстве, но изъ нашего знашя этого особеннаго закона при­
роды для этого особеннаго отношешя.

Разстоятя двухъ точекъ Простейший геометрическш 
■ элементъ, доступный определенно по величине, есть разсто- 
яш е между парою точекъ Но для того, чтобы это разстоя- 
ше нокрайней м ере на время сравнешя имело определенное 
значеше, точки должпы иметь твердое соедпнеше какъ напр. 
два ocipifl циркуля. Известный пр1емъ сравнения разсто- 
яшй двухъ точекъ состоитъ въ томъ, что мы опредёляемъ, 
могутъ-ли они быть приведены къ совпадению или нетъ. 
Опытъ удостоверяетъ, что эта метода приспособлена къ опре­
деленно равенства, что перемещеше двухъ паръ точекъ про- 
.извольнымъ способомъ не в.пяетъ на совпадете, что две па­
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ры точекъ, совпадающая съ третьего, совпадаютъ и между 
собою. Такъ получается поняие о равныхъ разстояшяхъ.

Отсюда можно перейти къ понятш о прямой лиши и 
ея длине. Вообразпмъ две неподвижныя точки, черезъ кото­
рыя должна проходить лишя. П рямая лингя  есть такая ли­
шя, въ которой ни одна точка не можетъ переменить своего 
положешя, не изменяя по крайней м ере одного изъ разсто- 
яшй отъ неподвижныхъ точекъ. Кривую лит ю  напротивт. 
мы можемъ вращать около двухъ ея точекъ, причемъ меняет­
ся положеше прочихъ точекъ, но не разстояше ихъ отъ двухъ 
неподвижныхъ. Длины  двухъ ограничепныхъ прямыхъ лишй мы. 
считаемъ равными, если ихъ конечныя точки ммеютъ одинако­
вое разстояше т. е. могутъ быть приведены въ совпадете, при 
чемъ и самыя лиши совпадаютъ. Понят1е о длине даетъ та­
кимъ образомъ нечто большее, чемъ понятие о разстояши. 
Если мы предположимъ две пары точекъ различнаго разсто- 
я т я  а , Ъ и а, с, совпадающими въ а и помещенными на 
прямой лиши такъ, что отрезокъ этой линш принадлежите 
обеимъ лишямъ заразъ, то или Ъ падаетъ па линю  ас или 
с на аЪ. Это даетъ противоположность, соответствующую 
противоположности между большимъ и меныпимъ; между темъ 
какъ поня™  о разстоянш непосредственно указываете толь­
ко на равенство или неравенство.

Измгърете времени предполагаете, что найдены физи- 
чесюя явлешя, которыя, повторяясь неизменно однимъ обра­
зомъ и при одинаковыхъ условгяхъ, кончаются одновременно^ 
если они начались въ одинъ и тотъ-же моментъ какъ напр, 
дни, качаш'я маятннковъ, опоражниваше песочныхъ и водя- 
ныхъ часовъ. Право на предположеше неизменной продол­
жительности при повтореши дается темъ обстоятельствомъ, 
что все различные методы измерешя времени, если они тща­
тельно произведены, даютъ всегда совпадающее результаты. 
Если два такихъ явлешя а п Ъ равновременно начинаются 
и равновременно оканчиваются, то оне происходятъ не толь­
ко въ равное, но и въ одно и то же время. По отношенно 
къ времени между ними нйтъ никакого различея и поэтому 
ветъ  возможности перемены порядка. И если третье явлеше 
с, одновременно съ а начинающееся, кончается въ то-же са­
мое время, то оно происходите одновременно съ Ъ, если по­
следнее происходите одновременно съ а.

Мы сравниваема яркост и  двухъ видимыхъ освещенныхъ 
поверхностей, приставляя одну къ другой и наблюдая, заме­
чается ли какая нибудь граница, разделяющая яркости. Мы 
сравниваемъ высоты тоновъ, если дело идетъ о маленькихъ
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различ1яхъ, съ помощью феномена 6ieni&, которыя должны 
отсутствовать, если высоты одинаковы. Мы сравниваемъ мя- 
пряж етя электрическихъ токовъ дифференщальпымъ гальва- 
нометромъ, который долженъ оставаться въ покое, если на- 
пряжешя равны.

Такимъ образомъ для констатирования равенства должны 
быть въ различныхъ случаяхъ изобретаемы самые различные 
физичесше npiejibi; но все эти npieMH должны удовлетворять 
выше поставленнымъ требовашямъ, для того чтобы они мо­
гли доказать равенство.

Первая аксюма: „если две величины равны третьей, то 
оне равны между собою", есть такимъ образомъ не законъ, 
имеющ1й объективное значеше; она опредёляетъ только, ка­
т я  физичесшя отношешя мы можемъ принимать за равенство,

Для того чтобы привести примерь, въ которомъ законъ 
о равенстве съ третьею величиною лежитъ въ основами 
механической операцш, л н;шо.мшо полировку плоскихъ сте- 
к.тянных% "поверхностей. Если две там я стекляниыя поверх* 
ности полируются при вращенш одной объ другую, то обе 
могутъ выйти шарообразными, одна выпуклою, другая вогну­
тою. Но если три пластинки будутъ попеременно отполировы­
ваемы одна о другую, то все три должны оказаться въ кон­
це концовъ плоскими. Подобнымъ же образомъ ребра пра- 
вильныхъ металлическихъ линеекъ делаются прямыми отта- 
чивашемъ трехъ между собою.

Объ а д д и т и в н о м ъ  ф и зи ч еск о м ъ  с о ч е т а ш и  о д н о -  
р о д н ы х ъ  в е л и ч и н ъ  *).

Сравнеше величинъ, насколько оно до сихъ поръ раз- 
смотреео, даетъ намъ р^шеше вопроса о равенстве или не­
равенстве ихъ, но не даетъ е щ е ^ е ры для величины ихт 
различ1я въ случае, если они различны Но если соответ­
ствующая величины должны быть вполне определены съ по­
мощью именованныхъ чиселъ, то большее изъ обоихъ чиселъ 
должно быть представляемо, какъ сумма меньшаго и разно­
сти. Является такзмъ образомъ пеобходимыыъ наследовать, 
при какихъ услов1яхъ мы можемъ выразить физическое со- 
четаше однородныхъ величинъ какъ сложеше.

Способъ сочеташя, о которомъ здесь идетъ речь, за- 
виситъ вообще отъ рода величинъ, которыя должны быть 
соединяемы.

*). «Сочетание» (Verkniipfung') есть терминъ Грассмана; но въ то вре­
мя какъ у  Ht>r° °нъ употребляется преимущ ественно субъективно, зд4ех 
онъ употребляется объективно.
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Мы складываемъ напр. веса, кладя ихъ на одну и ту­
же чашку весовъ. Мы складываемъ перюцы времени, если 
второй начинается какъ разъ въ то мгновеше, когда кончает­
ся первый; мы сравниваемъ длины, помещая ихъ опред'Ьлен- 
нымъ образомъ напр, по прямой лиши и т. д.

1. Однородность суммы и слагаемыхъ. Такъ какъ раз- 
сматриваемое сочеташе должно касаться величина одного опре- 
дгьленнаго рода, то ре;;ультатъ не долженъ меняться, если 
я буду заменять одну пли мпопя изъ этихъ величинъ равно­
великими однородными величинами, такъ какъ татия величи­
ны представляются однимъ и гбмъ-же числомъ съ тЗшъ-же 
именовашемъ. Но результата сочеташя долженъ быть, если 
онъ представляетъ сумму сочетаемыхъ величинъ, однороден!» 
съ своими частями, такъ какъ сумма двухъ именованныхъ чи­
селъ есть снова число того - ate именовашя, какъ уже выше 
замечено. Такимъ образомъ тотъ-же самый пр1емъ, съ по­
мощью котораго устанавливается равенство взаимно-зам'Ьняе- 
мыхъ частей, долженъ решать и вопросъ о неизменности 
результата сочеташя при этой замене.

Таковъ фактический смыслъ требовашя, что сумма одно- 
родныхъ величинъ должна быть однородпа съ слагаемыми.

Такъ напр, я могу въ сумме гирь заменить отдельный 
гири другими изъ другого матер1ала, но равнаго веса. Сум­
ма сохраняем. тогда равный весъ; но ея npoyie физичесше 
аттрибуты могутъ меняться.

2. Законъ коммутативности. Результата сложешя не- 
зависитъ отъ последовательности, е ъ  которой сочетаются сла- 
гаемыя. Это должно применяться и къ темъ физическимъ соче- 
ташямъ, которыя должны быть разсматриваемы какъ сложешя.

3. Законъ ассоциативности. Соединеше двухъ одиород- 
выхъ величинъ может ь произойти п физически, если вместо 
ихъ обеихъ поставлена неразделимая величина того-же рода, 
равная ихъ сумме. Черезъ это эти две величины соединя­
ются аддитивно. Такъ напр, при взпеишваши гиря въ пять 
граммовъ веса можетъ быть положена вместо пяти гирь, ве- 
сящихъ по грамму.

Результата сочеташя не можетъ быть поэтому измепенъ 
темъ, что я вместо некоторыхъ сочетаемыхъ величинъ вво­
жу друпя, равныя ихъ сумме.

Вирочемъ можно показать, что если оба пер выя требо­
вашя выполнены вообще, то и третье будетъ выполнено.

Вообразимъ себе элементы помещенными одинъ за дру­
гимъ въ той последовательности, въ которой они въ первомъ
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•случа/Ь сочетаются другъ съ другомъ, такъ что каждый при­
соединяется къ результату сочеташя ему предшествующихъ, 
также какъ мы это выше предписали для сложешя [а +  & +  с..]. 
Если теперь въ другомъ случай требуется сочетать к а т я  ни- 
4 удь двЪ изъ этихъ величинъ, прежде другихъ, то мы мо­
жемъ на основанш закона коммутативности, который, по пред­
положение, должепъ имйть м^сто, поставить ихъ на первое 
и второе Mi сто и соединить, не изменяя результата. Тогда 
мы можемъ на основанш перваго изъ наших ь выше дан- 
ныхъ условШ заменить результатъ этого сочеташя другимъ 
неразд'Ьлимымъ объектомъ, который, разсматриваемый какъ 
величина того же вида, равенъ по величин!; съ нимъ.

Послй этого мы можемъ снова обЬ новыя соединяемыя 
величины или суммы величинъ поместить на нервыя два мйста 
и т. д. пока всЬ не соединены въ указанномъ порядк/Ь. Ни 
при одной изъ этихъ операцш мы не м^няемъ ковечнаго 
результата. Физичестй способъ сочеташя величинъ одного и  
того-же рода можетъ быть поэтому разсматриваемъ, какъ 
сложете въ томъ случат, если результатъ сочеташя, р а з ­
сматриваемый какъ величина того же рода, не изменяется 
ни черезъ перестановку отдплъьыхъ элементовъ, ни черезъ 
замгьну членовъ сочеташя равными величинами того~же рода.

Ноел'Ь того какъ мы нашли только что описаннымъ пу- 
темъ методъ сочеташя соотв'Ьтствующихъ величинъ, обна­
руживается вм’Ьст’Ь съ т'Ьыъ, к а т я  изъ нихъ больше, какгя 
меньше. Результатъ аддитивнаго сочеташя, ц'Ьлое, больше чЬмъ 
части, изъ которыхъ оно составлено. При просгЬйшихъ вели- 
чипахъ, временахъ, длинахъ, вЬсахъ, мы никогда не сомне­
вались въ опред'Ьленш болынаго или меньшаго именно пото­
му, что мы съ д'Ьтства знали аддитивные npiesiH ихъ сочеташя.

Нужно обратить при этомъ внимаше на то, что метода 
сравнешя, какъ мы ее выше описали, указываетъ намъ вообще 
только равенство или неравенство величинъ. Если дв Ь величи­
ны равны между собою, то равны и всЬ одинаковымъ способомъ 
составленный вычислешемъ функцш ихъ. Но изъ этихъ функ­
ций одн'Ь будутъ увеличиваться, друпя будутъ уменьшаться 
при возрастанш х. Eaitia изъ этихъ функцШ допускаютъ 
аддитивное физическое соединеше, можетъ быть решено толь­
ко особеннымъ опытомъ. Поучительны тг1з случаи, когда воз­
можны два рода аддитивнаго сочеташя. Такъ мы онредЬля- 
емъ точно съ помощью одной и той же методы сравнешя, 
им'Ьютъ-ли дв^ проволоки одинаковое гальваническое сопро- 
тивлеше w  и соответственно равную электропроводимость А,
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такъ какъ w  =  j .  Но сопротивлешя складываются, когда

проволоки соединяются одна задругою такъ, что проводимое 
электричество должно протекать одну за другимъ эти прово­
локи. Проводимость напротивъ складывается, если мы будемъ 
помещать проволоки одну подле другой такъ, чтобы ихъ на­
чальная точки были соединены между собою, ихъ конечныя 
между собого. j Мы объективируемъ, какъ физичесшя величи-. 

v 1Ш, "две"' различный функции одной и той же переменной, j 
Если проволока имеетъ большее сопротивлеше. то за то 
она имеетъ меньшую проводимость и обратно. Вопросъ 
что больше, что меньше, решается для сопротивлешя н про­
водимости въ взаимно протпвоположномъ смысле. Также точ­
но и электричесые конденсаторы (Лейденешя банки) могутъ 
быть соединены или параллельно или последовательно. Въ 
первомъ случае складывается ихъ емкость, во второмъ слу­
чае напряж ете (потенщалъ) при ровномъ заряде. Емкость 
возрастаетъ, когда потенщалъ убываетъ.

Снова мы не должны удивляться тому, что аксюмы ело- ’ 
ж е т я  оправдываются въ естественвомъ ходе вещей, такъ 
какъ мы признаемъ за сложеше только тагш физичесыя со­
четашя, которыя выполняютъ аксюмы сложешя.'

д е л и м о с т ь  величинъ^ и  е д и н и ц ъ .
До сихъ поръ мы не разлагали величинъ па единицы. 

Понят1е о величине, какъ и понят1е о равенстве и сложенш, 
могло быть прюбретено безъ такого разложен1я. Но наивыс­
шее упрощеше представлешя величинъ мы получаемъ дей­
ствительно только тогда, когда разрешаемъ ихъ на единицы 
и выражаемъ, какъ именованныя числа.

Величины, которыя могутъ быть складываемы, могутъ 
быть вообще и раздробляемы. Если каждая изъ встречаю­
щихся при этомъ величинъ можетъ быть разематриваема, 
какъ сложенная аддитивно по имеющему место для величинъ 
этого рода способу слоягешя изъ известнаго числа раваыхъ 
частей, то каждая изъ нихъ можетъ на основами ассоща- 
тивнаго закона сложешя быть замененною суммою частей 
везде, где имеетъ решающее значеше только численное зна- 
чеше этой величины. Тогда она заменяется именованнымъ 
числомъ, друпя величины того-же рода заменяются другими 
численностями техъ-же частей. Описаше отдельныхъ вели­
чинъ одинаковаго рода мол^етъ быть тогда передано лицу, 
знающему, к а и я  равный части выбраны за единицы, съ по­
мощью одного указашя чиселъ.
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Если встречаюпцяся величины не могутъ быть выраже­
ны безъ остатка съ помощью выбранныхъ единицъ, то еди­
ница снова разделяется и такимъ путемъ опред'Ьлеше зна­
чешя каждой изъ встречающихся величинъ можетъ идти до 
произвольной точности. Полная точность можетъ быть до­
стигнута во всякомъ случае только для рацюнальныхъ отно- 
шешй.

Иррацюнальныя отношешя могутъ встречаться въ ве- 
ществеипыхъ объектахъ, въ числахъ они не могутъ никогда 
быть точно представлены; за то ихъ численное значеше мо­
жетъ быть включено въ произвольно трепня границы. Это 
съужеше пределовъ достаточно для всехъ вычисленш та- 
кихъ функщй, значешя которыхъ при уменьшающихся из- 
менешяхъ величинъ, отъ которыхъ oirb зависятъ, также по- 
лучаготъ все менышя и менышя изменен]’я, которыя могутъ 
сделаться менее сколь угодно малой величины. Именно это 
и имеетъ место при вычислении вс4хъ допускающихъ диф- 
ференцироваше функщй иррацюнальныхъ величинъ. Напро- 
тивъ могутъ быть составлены прерывныя функщ й, для вычи- 
слешя которыхъ не достаточно' знашя техъ произвольно 
съуженныхъ пределовъ, между которыми лежитъ иррацю- 
нальное значеше. Для нихъ недостаточно представлешя ирра- 
щональныхъ величинъ системою нашихъ чиселъ. Впрочемъ 
въ геометрш и физике мы не встречаемся съ такими ви­
дами прерывности.

О п р едел ен и е ч и с л е н н ы х ъ  зн а ч е ш й  св о й ст в ъ  (ф и ­
зическая п о с т о я н н ы й , к о э ф ф и щ ен т ы ).

Кроме до сихъ порт, упоминавшихся величинъ, которыя 
признаются легко за величины, такъ какъ оне допускаютъ 
аддитивное сочеташе, существуетъ еще целый рядъ другихъ 
отношенш, также выражаемыхъ именованными или неиме­
нованными числами, для которыхъ неизвестно еще аддитив­
ное соединеше| съ однородными имъ. Они являются всяшй 
разь, когда обнару;кивается связь между аддитивными вели­
чинами про явлешяхъ, которыя зависятъ отъ особенностей 
определеннаго вещества или определенная тела.

Такъ напр, законъ преломлешя света показываете, что 
между синусоыъ угла палешя и ^гла преломлешя световаго 
луча определенной длины волны, входящаго изъ пустоты въ 
данное прозрачное вещество, существуетъ определенное отно- 
шеше. Число, выражающее это отношеше, различно для раз- 
личныхъ прозрачныхъ веществъ и такимъ образомъ обозна-
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•чаетъ известное й х ъ  свойство, преломляющую способность. 
Удельный в^съ, теплопроводность, электропроводность, теп­
лоемкость и т . д. суть подобный же величины. Сюда же при- 
мыкаютъ те значешя (постоянпыя интегрировашя уравнешй 
динамики), которыя остаются безъ изм'Ьнешя втечеше разъ 
начавшагося движешя ограниченной системы телъ.

Физике мало по малу удалось свести все эти величины 
на единицы,, которыя могутъ быть составлены изъ трехъ 
основныхъ единицъ меры: времени, длины и массы съ по­
мощью умножения, возвышешя въ степень и обратпыхъ опе­
рацш.

Разливе между этими значениями и аддитивными величи­
нами не строго соблюдается на языке физиковъ и математи- 
ковъ. И  первыя часто называются величинами, такъ какъ мо­
гутъ быть выражены именованными числами; терминъ коэф- 
фищентъ  обозначаетъ сравнительно лучше ихъ физическую 
природу. Но разлшие не существенно; ибо новыя открьшя 
могутъ привести къ аддитивнымъ соединешямъ такихъ коэф- 
фищентовъ, всл'Ьдств1е чего они вступаютъ въ рядъ непосред­
ственно опред'Ьляемыхъ величинъ. До некоторой степени наз­
ванное отлич1е соответствуете тому paзличiю между акстен- 
зивными и интензивными величинами, которое указали еще 
старые метафизики. P . du Bois-Reymond называете первыя 
линейными величинами, вторыя не линейными.

Съ другой стороны изъ предыдущего вытекаетъ, что 
прежде ч'Ьмъ определять коэффищенты, необходимо образо­
вать аддитивныя величины. Ибо уравнеше. выражающее за- 
конъ природы, можетъ только тогда дать опредЪлеше значе­
ния коэффищента, когда все друпя въ это уравнеше входя­
щая величины уже определены какъ величины. Определение 
аддитивныхъ величинъ должно такимъ образомъ всегда пред­
шествовать нахождение значеши величинъ не аддитивныхъ.

С л ож еш е н е о д н о р о д н ы х ъ  в ел и ч и н ъ .

Въ физике большую роль играютъ T aitie объекты, ко­
торые при различныхъ методахъ сравнения представляютъ 
одновременно две, три или большее число разнородныхъ 
величинъ, которыя все порознь складываются при физиче- 
скомъ сочеташи объектовъ>

Сюда относится прежде всего очень большое число ве­
личинъ, имеющихъ направление въ пространстве и встре­
чающихся въ физике т. е. величины, имеюпця определенное 
значеше и вместе съ темъ определенное направлев1е и кото­
рыя можно представить составленными изъ несколькихъ ела-
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гающихъ определенная направлешя (две на плоскости, три- 
въ пространств'!;). Проще всрго изучаются отношешя между 
этими величинами, если составляющая, соединяюищся въ рав­
нодействующую по закону параллелограмма, параллельны 
тремъ координатнымъ осямъ.

Къ этому классу относятся перем$щешя точки въ про­
странстве, ея скорость, ускореше, сила двигающая точку, 
далее скорости вращешя и безконечно малия вращешя, ско­
рости течешя тяжелыхъ яшдкостей, электричества и тепло­
ты, магнитные моменты и т. д.

При аддитипныхъ соединешяхъ суммируются сначала 
одинаково направленный составляюпия; эти суммы могутъ 
быть затгЬмъ заменены одною равнодействующею. ВсЬ фи- 
зичеаия сочеташя такихъ величинъ, результатъ которыхъ 
зависитъ только отъ величины и направлешя конечной рав­
нодействующей, могутъ быть разсматриваемы, какъ основы­
вающаяся на такихъ аддитивныхъ сочеташяхъ; это установ­
лено для двухъ измерены Гауссомъ въ геометрическомъ пред­
ставлены комплекспыхъ величинъ, для многихъ измерены 
Грассманномъ въ видЬ сложешя геометрическихъ отр'Ьзковъ 
и Гамильтономъ въ учеши^о кватершопахъ. При этомъ дол- 
женъ выполняться законъ коммутативности; такъ мы можемъ 
сложить безконечно малыя вращешя твердаго т'&ла около 
двухъ различныхъ осей въ одно равнодействующее вращен1е; 
подобнымъ-же образомъ слагаются скорости вращешя, но не 
могутъ слагаться конечныя вращешя, такъ какъ въ этомъ 
случае уже не безразлично, проис-ходитъ-ли вращеше снача­
ла около оси а и потомъ около оси Ъ или наоборотъ.

Потобное-же отношеше представляется и въ см'Ьшеши 
ц ветн ая  света. Каждое количество ц в е т н ая  света можетъ 
быть по отношешю къ чувственному впечатлешю представлено 
какъ соединеше трехъ св’Ьтовыхъ количествъ (Lichtquanta) 
изв'Ьстнымъ образомъ выбранныхъ осеовныхъ цггЬтовъ. Со­
единеше многихъ цв'Ьтовъ д!йствуетъ тогда на глазъ такъ, 
какъ действовали бы въ смешены три световыя количества 
трехъ основныхъ цв^ тобъ, получающаяся для каж д ая  основ- 
наго цв^та отъ сложешя соответствующихъ количествъ, вхо- 
дящихъ въ отдельные смешиваемые цвета. На этомъ осно­
вывается возможность геометрическаго представлешя зако- 
новъ смешешя цветовъ съ помощью построешй центровъ 
тяжести, какъ это было въ первый разъ предложено Нью- 
тономъ.
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У м н о ж е ш е  и м е н о в а н н ы х *  ч и сел ъ .
Ч

Именованное число (а.х), гд'Ь % обозначаетъ родъ еди- 
ницъ, а  ихъ число, можетъ быть умножено на отвлеченное 
число п. Это умножеше подходитъ подъ выше данное опре­
делен! е произведешь, какъ суммы п  равныхъ слагаемыхъ а. 
Такъ какъ сумма однородныхъ слагаемыхъ есть однородная 
съ ними величина, то и произведете (п.а) есть величина 
того-же именовашя, какъ само а.

Законъ коммутативности применяется къ этому произ- 
веденш по скольку

п.(а.х) °=а.(п.х)

т. е. поскольку можпо а разсматривать какъ число и соста­
вить новыя имепонанныя слагаемый (п.х).

Подобнымъ-же образомъ непосредственно дается законъ 
умножешя суммы:

(т +  п).(а.х) = т .(а .х )  •+- п(а.х). 
п .(а .х  +  Ъ.х) =  п.(а.х)+ п(Ъ .х).

Умножен1е именованныхъ чиселъ на отвлеченный числа 
остается такимъ образомъ въ рамкахъ тйхъ определен!!"! и 
предложен^, которыя даны выше для умножешя отвлечен- 
ныхъ чиселъ.

Иначе д£ло обстоитъ съ умножешемъ двухъ или бол'Ье 
именованныхъ чиселъ. Оно имеетъ въ опред’Ьленныхъ слу- 
чаяхъ смыслъ, если возможны особенныя физичесшя сочета­
шя соотв’Ьтствующихъ единидъ, удовлетворяются тремъ за- 
конамъ умножешя:

а.Ъ = Ъ.а 
а.ф.с) =  (а.Ъ).с. 

а.ф  +  с) =  а.Ъ +  а.с.

ИзвЪстнййпий прим'Ьръ такого получающагося умноже- 
те м ъ  сочеташя представляетъ въ геометрш численное значеше 
площади паралелограмма и объема параллелепипеда, выражен­
ное произведешемъ двухъ или трехъ длинъ, именно одной 

. стороны и одной или двухъ высотъ. Физика образуетъ боль­
шое число такихъ пропзведешй различныхъ единицъ и со­
ответственно этому даетъ примеры частныхъ, степеней и 
корней. Если мы обозначимъ длину буквою I , время—t, мас­
су— т, то
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Большая часть этихъ соединений основываются на опре­
делены  коеффищентовъ: но мнопя изъ этихъ величинъ мо­
гутъ давать и аддитивныя физичесия сочеташя какъ напр, 
скорости, течентя, силы, давлешя, плотности и т. д.

Но все эти определенный умножешемъ единицы не одно­
родны съ теми, изъ которыхъ они составляются и получаютъ 
смыслъ только вслгЬдств1е зн атя  особенныхъ геометрическихъ 
или физическихъ законовъ. Здесь необходимо упомянуть и 
объ особенномъ видоизменены умножешя, введенноыъ Г. Грасс- 
манномъ въ его „Ausdelmungslehre" для направленныхъ ве­
личинъ и лежащемъ также въ основаны теоры кватершоновъ. 
Здесь является другой законъ коммутативности, именно

а.Ъ =  —Ь.а,

что даетъ действительно большое упрощеше въ обозначешяхъ. 
если и не при вычислены значешй, являющихся при совийст- 
номъ действы различно направленныхъ величинъ. Произве­
д е т е  двухъ отрезковъ есть при этомъ способе вычислешя 
площадь паралеллограмма, котораго сторонами они служатъ; 
но при этомъ одна сторона считается положительною, а дру­
гая отрицательною. Смотря на одну сторону площади, я дол­
женъ для перехода отъ стороны а къ стороне Ъ описать 
уголъ между ними съ права въ лево-, смотря на другую сто-
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рону, я перехожу при этомъ движенш отъ Ь къ а. На этомъ 
основывается различ1е въ последовательности (Ь.а) и (а.Ъ).

ЗдЬсь достаточно только упомянуть объ этихъ форыахъ 
вычислешй и показать ихъ положеше по отношешю къ фор- 
мамъ вычислешя чистаго учешя о числахъ т. к въ задачу 
настоящей работы входило главпымъ образомъ показать зна­
чеше и оправдаше вычислешй съ отвлеченными чиглами и 
возможность ихъ прпменешя къ физпческимъ величпнамъ.

Итакъ когда мы какое нибудь физическое соотношеше- 
пришшаемъ за величину, это можетъ основываться только на 
опытномъ знанш нзв'Ьстиыхъ сторопъ его физическаго отно- 
шешя при встр'Ьч'Ь и взаимодействш съ другими. При этомъ я 
разсматриваю и совпадете двухъ пространственных!, формъ, 
соответственно мопмъ предъидущимъ работамъ объ акс-io- 
ыахъ геометрш, подобпымъ-же образомъ какъ физическое отно­
шеше, которое должно быть констатировано эмпирически.

Великое упрощеше и наглядность понимашя, котораго- 
мы достигаемъ, сводя все пестрое Miioroo6pa3ie окружающихъ 
насъ вещей и измененш на количественпыя отношешя, глубо­
ко заложено въ самой сущности образовашя нашихъ понятш. 
Составляя п о ш т е  о классе, мы включаемъ въ него все то, 
что равно у объектовъ, привадлежащихъ къ этому классу. 
Разсматривая физическое отношеп1е какъ именованное число,, 
мы также удаляемъ икъ попятчя о единнцахъ все, что въ 
действительности въпихъ представляется разлнчнымъ. Единицы 
суть объекты, которые мы разсматриваемъ только какъ при­
мерные представители класса и которыхъ значеше въ этомъ 
только и заключается. Въ величинахъ, составленныхъ изъ 
нихъ, остаётся тогда только самое случайное изъ р азл и ч у . 
различ]’е въ численности.



П 0 Н Я Т 1 Е  О Ч И С Л Ф
Л. К р о н е к е р а .

П о н я т  о числе, пространстве и времени, употребля- 
■емыя въ математике, должны быть развиваемы въ чистомъ 
поле философской приготовительной работы, изъ котораго 
уже потомъ вступаютъ въ отгороженныя области различныхъ 
наукъ. Развипе этихъ понятш должно иметь целью наделить 
ихъ основными свойствами, необходимыми для спещально- 
.научнаго изучешя.

Мы предполагаемъ осуществить здесь это по отношешю 
къ понятш о числе, простейшему изъ всех", трехъ понятШ,1 
котораго преобладающее положеше такъ прекрасно выставле­
но было великимъ математикомъ Якоби въ одномъ изъ его 
писемъ къ Александру Гумбольдту *).

„Одинъ древшй“— такъ начинается одно изъ этихъ пи­
семъ— „сравниваете ыатематиковъ съ лотофагами. Кто разъ, 
говорить онъ, испробовалъ сладости математическихъ наукъ, 
не можетъ уже отстать отъ нея. Припишите же и мое предъ- 
идущее письм о2) тому бешенству, которое нападаетъ на 
этихъ лотоедовъ, когда они находятъ обожаемыя ими идеи 
или въ пренебреженш или ценимыми только изъ-за случай- 
ныхъ приложенш. Не то-же ли говоритъ и Шиллеръ въ Ксе- 
.тях ъ  въ своемъ маленькомъ стихотворенш:

‘) Эти письма наш лпеь въ бумагахъ Леженъ-Дирпкле.
2) Это предъидущ ее письмо съ штемпелемъ «Berlin d. 26 Dec. 1846» 

ганимаетъ три страницы in octavo, написанныя мелкимъ и теснымъ пись- 
момъ Якоби. Яа первой странице Якоби спрашиваетъ: «Итакъ Вы хотели- 
•бы знать т у  цепь мыслей, которая привела Леверрье къ открытш  въ 
1846 заурановской планеты»? и на третьей странице пижетъ: «При этихъ  
обстоятельствахъ поистине замечательно, что Леверрье при своей спо­
собности къ счету им$лъ и математическую прозорливость необходимую  
д л я  того, чтобы осмелиться приступить къ обширной совершенно новой 
проблеме. Но работа человечсскаго духа  не можетъ быть измеряема по 
необходимой для этого гомеопатической дозе».

3
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А р х и м е д ъ  и ю н о ш а .

Къ Архимеду явился юноша жаждущШ знашя.
Наставь меня, просилъ онъ мудреца, божественному ис-

куству,.
Столь дивныя услуги оказавшему астрономш,
За Ураномъ открывшему еще планету.
Божественнымъ называешь ты искусство, отве?алъмуд-

рецъ,
Оно божественно и было такимъ, прежде чемъ изсле-

довало Космосъ,
Прежде ч’Ьмъ оказало дивныя услуги астрономш
И за Ураномъ открыло еще одну, планету.
Все, что ты видишь въ Космосе, есть только отраже-

Hie божественнаго искусства,.
Среди Олимшйцевъ на троне возсЬдаетъ вечное число" *).

Въ этой остроумной пародш Шиллеровскаго стихотворе- 
ш я „Архимедъ и ученикъ“ Якоби выставляетъ положеше по­
нятая о числе во всей математике въ поэтической форме, 
но совершенно правильно и подобно тому, какъ это сделалъ 
Гауссъ въ словахъ: „Математика есть царица наукъ и арие- 
метика— царица математики. Последняя часто нисходитъ до 
оказашя услугъ астрономш и другимъ естественнымъ на- 
укамъ, но ей всегда и везде принадлежите первое место“ 2).

Действительно ариеметика стоите по отношешю къ 
двумъ другимъ математическимъ дисциплинамъ, геометрш и 
механике, въ такомъ-же положен! и, какъ вся математика къ

*) A r c h i m e d e s  u n d  d e r  J t i n g l i n g .
Zu Archimedes kam ein w issbegieriger Jiingling,
Weihe m ich, sprach erz u ih m , ein in die gottliche Eunst,
Die so herrliche Dienste der Sternenkunde ge le istet,
Hinter dem Uranos noch einen P laneten entdeckt.
Gottlich nennst Du die Kunst, sie is t ’s, versetzte der Weise,
Aber sie  war es, bevor noch sie den Kosmos erforscht,
Ehe sie herrliche Dienste der Sternenkunde geleistet,
Hinter dem Uranos noch einen P laneten entdeckt.-
Was Dn im  Kosmos erb lickst, ist nur der G ottlichen Abglanz,
In der Olym pier Schaar thronet die ewige Zahl.

«Gauss Zum Gedachtniss»— Sartorins von W altershausen Leipz. 1856. 
S. 79. Въ этомъ сочиненш  на стр. 97 приводится и з р е ч е т е  Гаусса: «6 S-edf 
dptS-iiyjTlgst»; въ бумагахъ Лежень-Дирикле нашлось письмо врача Гаусса- 
Баума къ Гумбольдту, подтверждающее подлинность этого изр4чеш я.
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:астрономш и другимъ естественнымъ наукамъ-, ариеметика 
оказываетъ геометрш и механике многообразный услуги, по­
лучая въ свою очередь отъ этихъ наукъ многообразные им­
пульсы.

При этомъ олово „ариеметика" должно .дониматься не; 
въ обыкновенномъ ограниченном^ смысле, но должно вклю­
чать все математичесыя дисциплины, за исключешемъ гео- 
метр in и механики. И  я верю, что когда нибудь удастся; 
„ариеметизировать" все содержаше этихъ математическихъ 
дисциплинъ т. е. основать ихъ единственно и исключительно на 
понятш о числе, взятомъ въ еамомъ тесномъ смысле, отбро- 
сивъ те изменешя и распространения этого поняия, которыя 
вводились преимущественно ради приложешй къ геометрш 
и механике ’). Принцишальное различ1е между геометр^ею и 
механикою съ одной стороны и прочими математическими 
дисциплинами, составляющими „ариеметику“ съ другой, со- 
стоитъ, по мнешю Гаусса, въ томъ, что предметъ последнихъ, 
число, есть продукта только нашего ума, между темъ какъ 
пространство и время имеютъ и вне нашего духа реальность, 
которой мы не можемъ a priori предписывать законы *).

§ 1. О п р ед '& л ет е  п о ы я й я  о ■чиел'Ь.
Естественный исходный пунктъ для р а з в и т  п о н я т  о ; 

числе находится, по моему мнёшю, въ порядковыхъ числахъ. 
Въ нихъ обладаемъ мы запасомъ известныхъ, въ твердой по­
следовательности находящихся обозначенш, которыя мы мо­
жемъ приписывать группе различныхъ и различаеыыхъ нами 
предыетовъ 3). Совокупность употребляемыхъ при этомъ обо-

‘) Я подразумеваю в в е д е т е  ирращ оналы ш хъ и вообще непрерыв- 
быхъ величинъ.

2) Гауссъ выражается такъ (въ письме къ Бесселю въ 1S29 г.): «По 
моему глубочайш ему убеж ден ш  учеш е о пространстве имеетъ по отно­
шение къ нашему зн атго аксшматическихъ истинъ совершенно другое по- 
ложеш е чемъ чистое y4eHie о величннахъ: наше знаш е истинъ геометрш  
совершенно лишено того полнаго убеж деш я въ ихъ необходимости (и сле­
довательно абсолютной истине), которое припадлежитъ уч ен ш  о величи- 
нахъ; мы должны скромно сознаться, что, если число есть только про- 
дуктъ нашего духа, то пространство и помимо нашего духа  имеетъ реаль­
ность, которой мы не можемъ a priori предписывать законы». См. речь  
Эрнеста Ш еринга о Г ауссе.

3) Предметы могутъ быть въ известномъ смысле равны между со­
бою и . различны только по положенно въ пространстве, въ времени или 
въ мнсляхъ какъ напр, две равныядлины или два равныхъ перм да времени.

3*
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значешйсоединяемъ мы въ понятаи о „численности предметовъ",. 
изъ которыхъ состоптъ группа, и выражеше для этого понятая 
мы связываемъ съ послгьднимъ изъ употребленныхъ обозна- 
чешй такъ-какъ последовательность ихъ точно определена. 
Такъ въ группе буквъ (а, Ъ, с, d, е) можно обозначить бу­
кву а „первою", букву Ъ „второю" и т. д. и наконецъ букву 
в „пятою." Совокупность унотребленныхъ при этомъ поряд- 
ковыхъ чиселъ или „численность" буквъ а, Ъ, с, d, е можетъ 
поэтому быть обозначена сообразно съ послёднимъ изъ упо­
требленныхъ порядковыхъ чиселъ числомъ „пять" *).

Можно изъ самихъ порядковыхъ чиселъ составить груп­
пу объектовъ. Для той группы, которая состоитъ изъ опре-

*) Запасъ обозначешй, которылъ мы обладаемъ въ порядковыхъ чи- 
слахъ, всегда достаточенъ потому что опъ не столько действительный, сколь­
ко идеальный запасъ. Благодаря законамъ образовашя нашего словеснаго и  
ппсьменнаго обозначешя чиселъ мы действительно обладаемъ возможностью  
удовлетворить каждый запросъ, предполагая впрочемъ, что въ выраженш  
числа изв$стныя обозначеш я могутъ повторяться произвольное число разъ. 
При ^опущ еш и повтореш я достаточно было-бы собственно даже одного 
знака для выражешя каждаго чпсла; стоитъ повторять этотъ знакъ столь­
ко разъ, сколько указываетъ число. Но такой первобытный способъ пред- 
ставлеш я съ помощью одного знака былъ-бы совершепно не наглядепъ; 
непрактиченъ и  другой стольже первобытный способъ представлеш я чи­
селъ посредствомъ исключительно различныхъ знаковъ. Поэтому при сло- 
весномъ обозначенш  числа приш ли къ мысли выражать возможно боль­
шее число посредствомъ возможно меныпаго числа специфически отлич- 
ныхъ коренныхъ еловъ; этого достигли, устроивъ схему обозначеш й на  
подоб!е таблицы съ двойнымъ входомь.

Такъ ставя точки въ 45 квадратовъ таблицы, составленной пзъ пяти  
колоннъ и девяти строкъ, можно представить все чпсла до 99.999 совер­
шенно такъ, какъ это имеетъ место въ греческой системе нумерацш . Если  
въ столбецъ I ставятся единицы, въ столбецъ II десятки, въ столбце III сотни, 
въ столбецъ IY —тысячи и въ столбецъ V — десятки тысячъ, то напр, число 
32456 представдается пятью точками, стоящими въ строкахъ 3 ,2 ,4 ,  5 ,6  и въ 
столбцахъ Y, IY, III, 1Г, I. Греческое трwjiipiot SJaxtX'.oc x&xpaypzloi nsvxrjY.04xa 
§6 получается изъ этой таблицы непосредственно, извлекая изъ обозначешя  
строкъ начало и изъ обозначешя столбцевъ окончаше каждаго изъ числи- 
тельныхъ. Такъ для первой точки, стоящей въ третьей (хрsig) и въ пя- 
томъ столбце ((lup'.oi) составляется числительное -tpla|j.upio:, для второй точки, 
стоящей во второй строке (8бо) и четвертомъ столбце (хД'-oi)—числитель­
ное— SwxUto: и т. д. и наконецъ для пятой точки, стоящей въ ш естой’ 
строке (§!;) и въ первомъ столбце, имеемъ числительное ig безъ прибавле- 
ш я окончашя. Греческая система образовашя числительныхъ позволяете  
такимъ образомъ съ помощью 13 различных^ обозначешй, девяти началь­
н ы е  ичеты рхъ конечныхъ, выразить различнымъ образомъ все числа до 
99999.
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деленная (п— таго) порядковая числа и изъ вс'Ьхъ предъ- 
идущихъ порядковыхъ чиселъ, численность выражается, со­
ответственно выше данному определенш, количественнымъ 
числомъ, соотвгЬтствующимъ п — тому порядковому числу; эти 
то количественныя числа и называются „числами".

Число т  называется „менынимъ" чЪмъ другое число п, 
если порядковое число, соответствующее т , предшествуетъ 
соответствующему п. Такъ называемый естественный рядъ _ 
чиселъ есть ни что иное какъ рядъ соответствующихъ по­
рядковыхъ чиселъ.

§ 2. Н еза в и си м о ст ь  ч и сл а  отъ  п о р я д к а  п р и н я т а г о
п р и  сч етй .

Когда пересчитываю™ группу объектовъ т. е. обозна­
ч а ю т  порядковыми числами, по порядку, отдельные объекты, 
то этимъ самымъ придаютъ объектамъ известный порядокъ. ! 
Оставляемъ теперь безъ изменешя порядокъ объектовъ, но 
установляемъ новую последовательность порядковыхъ чиселъ 
(перестановляя ихъ между собою) и затемъ первый объектъ 
обозначаемъ первымъ порядковыкъ числомъ новой последо­
вательности, второй— вторымъ порядковымъ числомъ и такъ 
по порядку каждый следующш объектъ ^ледующинъ порядко­
вымъ числомъ; тогда и объекты получаютъ снова новый по­
рядокъ, отличный отъ предъидущаго, но определяемый при­
писанными имъ порядковыми числами; предметы считаются 
тогда въ другомъ порядке '). При этомъ „совокупность" по­
рядковыхъ чиселъ, употребленныхъ для обозначешя, дающая 
по выше данному опредёлешю поняие о „численности" пред- 
ыетовъ, нисколько не изменяется, и потому численность т. е. 
результатъ счета независитъ отъ порядка счета. „Численность", 
предметовъ группы есть поэтому свойство группы какъ та­
ковой т. е. какъ совокупности предметовъ независимой отъ 
какого-нибудь определенная порядка.

Если мы мысленно соединимъ кагае-нибудь элементы, 
обозначаемые буквами а, Ъ, с, d , въ одну систему 
при чемъ твердо устанавливается последовательность эле­
ментовъ то напр, две системы (а, Ъ, с) и (с, Ъ, а) должны 
считаться различными. И  действительно, если мы взявши за

’) Зд^сь намеренно употребляется перестановка не предметовъ, но 
ихъ обозначешй порядковыми чисдамп; въ противномъ случае могдо-бы  
возникнуть сомиеш е въ возможности нерестановлять предметы.
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а, Ъ, с нисколько разлпчныхъ чиселъ обозначаемъ точку про­
странства, которой прямоугольныя координаты суть ж =  
у  =  Ъ ,г =  с, системою (а, Ъ, с), две точки (а ,Ъ ,с ) (Ъ, с, а) бу- 
дутъ очевидно отличны одна отъ другой, Если мы будемъ 
называть каюя-нибудь две системы (а, Ъ, с, d ...), («', Ъ\ с' , 
d ', . . . ) „эквивалентными" въ томъ случай если можно преобра­
зовать одну систему въ другую, заменяя по порядку каждый 
элементъ первой системы элементомъ второй, то необходимое 
и достаточное условхе для эквивалентности двухъ системъ 
состоитъ въ равенств^ численности ихъ элементовъ и числен­
ность элементовъ системы (а, Ъ, с, d,...) можетъ быть ха- 
рактеризирована поэтому какъ единственная „инвар1ан та“ 
вс£хъ между собою эквивалентныхъ системъ *).

§ 3. С л ож еш е ч и с е л ъ .

Числа сами могутъ быть приняты за объекты счета.
Такъ напримеръ можно отсчитывать, начиная съ числа 

+ 1  ),п% чиселъ т. е, соединить въ группу п„ чиселъ сл4ду- 
ющихъ за числомъ п х.

Это „дальнейшее отсчитываше“ называется „сложешемъ 
съ числомъ п г числа и2“ и то число s, къ которому мы 
нриходимъ при этомъ дальнейшемъ отсчитыванш, называется 
„результатомъ сложешя11 или „суммою п 1 и п а“ и обозна­
чается п х-+-п„. Тотъ-же самый результата s получается, если 
мы прибавимъ къ числу п, число т. е. если начиная съ 
числа п 3 + 1 отсчитаемъ пх и потому: пх + п „ = п 0_ + п х. Точно 
также вообще:
п 1 +  п2+ п 3.. .+ п г *=По.-'гЩ-\-п*( + ...щ ,  если a, f i ,  у , . . .о  обо- 
значаютъ числа 1, 2, 3,.,.1Г в ъ  какоыъ нибудь порядке.

Ибо, если мы составимъ всю группу системъ двухъ чи­
селъ (h , 1с), получающуюся, полагая последовательно

h =  1 и 7г =  1,2, . . . п х ..
h =  2 и А: =  1,2 , . . . п2

8) Этимъ, я думаю, точнее выражено содер ж ате нредложешя, кото- 
рымъ Лишпицъ н ач и н аетъ ' свой учебникъ анализа. Это предложеш е го­
ворите: «Если при раземотренш  отдфльныхъ вещей не обращается вни- 
н а т е  на признаки, которыми отличаются между собою вещи, то остается 
поням е о численности разсматриваемыхъ вещей».

Съ терминомъ «инвар!анта» введеннымъ въ н аук у Сильвестромъ
теперь соединяютъ болФе общее п он яие ч$мъ то, для котораго знамени­
тый англШскШ математикъ ввелъ этотъ термннъ.
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h =  r  и k  =  1,2, . . . nr

то получается число n t +  +  n3 +  . . . + n r , какъ число
системъ группъ, если мы будемъ считать ихъ въ томъ поряд­
ка , въ которомъ оне здесь составлены. Если-же мы распо- 
ложимъ ихъ такъ, чтобы последовательно шлидругъ за дру­
гомъ системы, въ которыхъ:

k = a  и &= 1,2, . . .  па, 
и к =  1,2 , . . . щ  

h =  y  и к =  1,2 , . . . п г

b = Q и к =  1,2 , . . . п р,

то напротивъ число Па. +  щ +  . . . + п р является числен­
ностью системъ группъ, и одно и то-же число представляется 
съ одной стороны суммою: n i + п 2+ п 3+  . . .  + п г , съ дру­
гой стороны суммою: Па +  Щ + Щ . . ,+Пр.

§ 4. У м н о ж е ш е  ч и сел ъ .

Если слагаемый п г, п3, . . . п г все равны одному и ; 
тому-же числу п, то сложеше называется „умножешемъ чи­
сла п  на множитель г и и п 1-^п 2-]г . . . + п г =  г.п.

Результатъ такимъ образомъ определенная умножешя 
называется произведешемъ чиселъ г  ж п. Совершенно такой- 
же результатъ получается, если число г  будетъ умножаемо
на множитель п  и вообще произведете чиселъ п г, п2, . . .  п г
не зависитъ отъ порядка, въ которомъ производятся умноже- 
шя. Ибо, если мы представимъ себе все системы г  чиселъ 
(&,, \ , . . . h r), которыя получаются, полагая

вместо \  все значешя 1,2,3, . . . п 1 
вместо \  все значешя 1,2,3, . . . п% 
вместо Ъъ все значешя 1,2,3, . . . п3

вместо hr все значешя 1,2,3, . . . п гУ

то все эти системы могутъ быть расположены по величине 
значешй полинома

Ъг л-Ъг^ у  +  Jir->y* +  • • ■ + \ y rr~ \  

если у  обозначаетъ число, превышающее каждое изъ чиселъ
• • • «Г-
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Системы слЗздуютъ одна за другою въ томъ порядк$г 
въ которомъ оне следовали - бы одна за другою, если - бы 
\  h3 \  . . .  hr представляло число съ цифрами h3, . .  . hr 
въ систем'Ь нумерацш съ основатемъ д. Принципъ, на ко­
торомъ основывается разм'Ьщеше этихъ чиселъ тотъ самый, 
который употребляется въ лексиконахъ съ заменою чиселъ 
1, 2 , 3, . . . по порядку буквами алфавита.

Различныя системы ( \ ,  h2, h3, . . . hr), характеризи- 
руюпцяся различными зпачетями hl въ числё п х, огЬдуютъ 
одна за другой при данномъ расположенш по величин'Ь зна- 
ченШ hl ; въ каждомъ подразд'Ьленш пг различныхъ системъ, 
характеризирующихся значетяыи \ , слйдуютъ опять одна за 
другою по значен1ямъ этихъ величинъ и т. д^Е сдн мы обозна- 
чимъ число т^хъ системъ, въ которыхъ ^  =  1, буквою sxY 
то Sj будетъ также числомъ системъ въ каждомъ изъ п х под- 
раздЗзлетй, характеризируемыхъ значешями hx = 1 ,2 ,3 , .  . .  п х. 
Общее число всЬхъ системъ выражается поэтому произведе- 
шемъ nxsx.

Если мы обозначимъ далйе число тёхъ системъ, въ ко­
торыхъ \  =  1 и й 2 =  1, буквою s2, то s2 будетъ числомъ си­
стемъ въ каждомъ изъ п г подразд^лвши, которыя при опре- 
д1>ленномъ значенш Ьх =  \  характеризируются п 2 значетями:

\  =  1,2,3, . . . п2.

Обозначенное буквою sx число ве£хъ системъ, въ кото­
рыхъ А, =  1, выражается также и произведешемъ п3 s2, и 
число всЬхъ системъ вообще равно: п 1 п 2 s.,. Продолжая по- 
добнымъ-же образомъ дальше, мы получимъ произведете: 
п х п 2 п3 . . . п г какъ вы раж ете числа всЗЬхъ системъ

(Л,, К ,  7г3, . . . hr).

Если, какъ выше, а , /?, у ,  . . .  р  обозначаютъ числа 
1,2,3, . . .  г  въ какомъ нибудь другомъ порядкй, а различ­
ныя системы (hl , h3, . . .  hr) будутъ расположены такъ, 
какъ он§ слЗздовали-бы другъ за другомъ, если-бы

/la A(S Ау . . . Jlp

представляло число съ цифрами ha. h$ h-; . .  . hp въ систем’Ь 
нумерацш съ основашемъ д, то вышеизложеннымъ пр^емомъ 
мы получили-бы произведете: па щ  щ  . . .  п р какъ выраже- 
Hie для числа всЬхъ системъ 7га, . . . hr) и потому 
действительно:

пхп3п г . . . Пг =П<хЩЩ . . . ир.
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Произведете чиселъ не зависитъ отъ последовательности 
множителей т. е. отъ последовательности, въ которой произ­
водятся перемножешя.

Мы можемъ считать теперь законы сложешя и умноже­
шя чиселъ вполне выведенными изъ определенш. Эти-же са­
мые законы были положены въ основаше такъ называемаго 
буквеннаго исчислешя, какъ только начали употреблять буквы 
для обозначешя чиселъ, оставленныхъ безъ точнаго опре- 
делешя.

Но со времени принцишальнаго введешя „неопределен- 
ныхъ“ (indeterm inatae), которыыъ наука обязана Гауссу, спе- 
щальная Teopifl целыхъ чиселъ расширилась въ общую арие- 
метическую Teopiro целыхъ целочисленныхъ функцШ неопре- 
деленныхъ. Эта общая Teopia позволяетъ исключить все 
чуждыя понят1я о отрицательныхъ, дробныхъ, вещественныхъ 
и мнимыхъ алгебраическихъ числахъ.

Такъ поняие объ отрицательныхъ числахъ можетъ быть 
исключено, заменяя въ формулахъ множитель— 1 неопреде­
ленною х  и знакъ равенства Гауссовскимъ знакомъ сравнешя 
modulo (ж + 1 ). Тогда равенство 7— 9 =  3— 5 
преобразуется въ сравнеше:

оно выигрываетъ при этомъ въ содержанш, такъ-какъ сра­
внеше имеетъ значеше для всякаго положительнаго целаго 
числа х , показывая, что 7-ь9ж  при деленш на ж+ 1  даетъ 
тотъ-же остатокъ, какъ 3 +  5&; съ другой стороны это сра­
внеше переходить непосредственно въ уравнеше, если толь­
ко х  будемъ считать не неопределенною, но „величиною",, 
определенною уравпешемъ ж+ 1  =  0 и вводимъ такимъ обра­
зомъ отрицательную единицу. Заметимъ, что въ учебнике 
др. Германна Ш уберта ') ясно указано на то, что значеше 
формулы: 7— 9 =  3— 5 нуждается въ ближайшемъ разъясне- 
нш и что при этомъ вводится „собственно говоря новое упо- 
треблеше знака равенства11.

э) System  der Aritlim etik und Algebra, als Leitfaden fur den Unterricht 
in hoheren Schulen. Ton Dr. Hermann Scliubert. Potsdam. 18S5. S. 26. Въ 
предъидущ емъ мы воспользовались многими изъ заключающихся въ этом®- 
сочиненш  разъясненШ.

§ 5. Б ук в ен н о е  и с ч и с л е ш е .

7 +  9ж=3 +  5х(ыод(х+  1));
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II. Пош ш е о дробныхъ числахъ можетъ быть устране-
1

то , если въ формулахъ множитель — будетъ замененъ нео­

пределенною х т и знакъ равенства Гауссовскимъ знакомъ 
сравнешя modulo (т хт— 1). Три правила д4нствШ надъ дро­
бями,

а  Ъ а п + Ъ тправило сложешя: -  +  -  = ----------
tn п  т п

а  Ъ аЪправило умножешя: —. -  =  —
т п  т п

V а  Ъ а пправило дълешя: -  : -  =  — 
п  п  о т

.заменяются тогда вполне следующими сравнешями:

1) ахт +  Ъхп̂ (а п + Ъ т )х тп(\ш М .т х т— \ ,п х п— l ,m n x m7t— 1)
2) ахт.Ъхп=аЬхт„(modd. т х т — 1 м х п— 1 ,т пхтп— 1)
1) ахтх ЬХп= апхЬпг(т оМ .т хт — 1 м х п— 1,

Ьтпх^щ 1 f tx nXbxn •

Эти три сравнешя вытекаютъ сами изъ следующихъ 
трехъ тожествъ:

I) ахт +  Ъхп =  [ап +  Ът)хтп +  апхтп(тхт— 1) +  Ътхтп
(пхп— 1) — (ахт +  Ъхп) ('ш пхтп— 1)

II) ахт.Ъхп =  аЪхтп +  аЬпхпх тп{тхт—  1) +  abxmn(nxn— 1) —
— abxmx n {m nxmn— 1).

III) ахт.хъх# =  стхът +  стхЬт{тхт— 1)— аЪтхт.хЬт.
Щхп{пх71- - \ ) — ахт.хьх,1ф т хЪт— \)  +  ат пх7П.хЬт (Ьхпх Ъхп- - 1) •

Пош ш е о „большемъ“ и „меныпемъ“ дробей можетъ 
быть разсматриваемо какъ данное правилоыъ сложешя, если 
дробь происходящая отъ сложешя двухъ дробей будетъ счи­
таться больше каждаго изъ двухъ слагаемыхъ. Этимъ путемъ 
не только определяется, но и обосновывается последователь­
ность ращональныхъ дробей г).

Въ предисловш  къ своему сочиненш : «Introduction a latheorie  
des fonctions d ’une variable» Jules Tannery говорить на стр. T ill:  «Onpeut 
constituer entierement l ’A nalyse avec la notion de nombre entier et les no­
tions relatives a l ’addition des nombres enticrs; i l  est inu til de faire appel 
a aucun autre postulat, a aucune autre donnee de 1’experience; une fraction, 
du point de vue que j ’indique, ne peutpas etre regardee comme la  reunion de 
parties egales d e l ’unite; ces mots «parties d e l ’unite» n’ont plus de sens; une
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Въ результатахъ „общей ариеметики“ или „ариеметиче- 
ской теорш ц'Ьлыхъ целочисленныхъ функщй неопределен­
н ы х ^  можно видеть только совокупность вс-Ьхъ результа- 
товъ, получающихся въ томъ случае если неопредёлепнымъ 
придаются целочисленный значешя.

Поэтому и результаты общей ариеметики принадлежать 
собственно обыкновенной спещальпой теорш чиселъ и все- 
плоды глубочайшихъ математическихъ изследованШ могутъ 
быть въ конечномъ результате выражены въ простыхъ фор- 
махъ свойствъ целыхъ чиселъ.

Но для простаго выражешя этихъ свойствъ необходимо 
было иметь предварительно приспособленный наглядный спо- 
собъ выражешя и представлешя чиселъ; къ этому стреми­
лось человечество съ глубокой древности настойчиво и упор­
но, то более, то менее успешно, различными путями у раз­
личныхъ народовъ ‘). Плодъ этой работы, наше словесное и

fraction est un ensemble de deux nombres entiers, ranges dans un ordre de­
term ine; sur cette nouvelle espece de nombres, i l  у  a lieu  de reprendre les 
definitions de l ’egalite, de l ’inegalite et des operations arithmetiques» (Ана- 
лизъ можетъ быть построенъ исключительно на понят1яхъ о цбломъ чи­
сле и еложеш и целыхъ чиселъ; н ’];тъ  необходимости прибегать къ како­
му-либо другом у постулатум у, къ какому-либо другом у опытному дан­
ному; дробь, съ указанной точки зреш я, не можетъ быть разсматриваема 
какъ соединеш е равныхъ частей единицы; эти слова «части единицы* не  
имеготъ более смысла; дробь есть совокупность двухъ целыхъ чиселъ, 
номещенныхъ въ определенномъ порядке; въ ирименеш и къ этому ново­
му роду чиселъ необходимо пересмотреть определеш я равенства, нера­
венства и аривметическихъ операцш». Последнее и было изложено выше.

2) См. мемуаръ Александра Гумбольдта. Ueber die bei ra'schiedenen  
Volkern tibliclien System e von Zahlzeiclien uud iiber den UrsDrung des Stel- 
lenw erthes in den indischen Zalilen. (Crelle’s Journal fur die reine und ange- 
w andte Mathematik. Bd. 4. p. 205 ff.)

Въ этомъ мемуаре цитируется между прочимъ зан4чаш е Laplace
• C’est de l ’lnde que nous vient l ’ingenieuse methode d’exprimer tous le s  
nombres avec dix caracteres, en leu r  donnant a la  fois une valeur absolue 
et une valeur de position, idee fine et importante qui nous parait m ainte- 
nant si sim ple que nous en sentons a peine le  merite. Mais cette sim plicity  
meme et l ’extreme fac ilite  qui en resulte pour toue les calculs p lacent notre 
system e d ’arithmetique au premier rang des inventions utiles, et l ’on appre- 
ciera la  d ifficu lty  d’y  parvenir, si l ’on considere qu’i l  a echappe au genie 
d’Archimede et d’Appolonius, deux de plus grands homines dont Tantiquite  
s’honore». (Изъ Индш пришелъ къ намъ остроумный способъ выражать все  
числа десятью цифрами, давая имъ заразъ и абсолютное значеш е и зн а-
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■письменное изображеше чиселъ, является небходимыхъ усло- 
в1емъ какъ для нахождешя той сокровищницы знашй, кото­
рою располагаетъ современная ариеметика, такъ и для откры- 
т1я т^хъ язаконовъ“, въ которые мы облекли наше знаше 
движешя небесныхъ гЬлъ; безъ него невозможенъ былъ-бы 
и весь современный строй практической жизни, необъятное 
распространете и развиие торговли и обмана, столь сущест­
венно отличающее новый м!ръ отъ стараго.

ч е т е  по положение, идея остроумная и важная, которая кажется намъ 
тешщь^ столь простою, что мы едва-лн понимаемъ все ея значеш е. Но эта  
•самая простота и необыкновенная легкость всйгь вычислешй, происходя­
щая отъ этого способа, етавятъ наш у систему ариеметики въ первоыъ ря­
д у  полезныхъ изобр$теш й; трудность этого пзобр4теш я будетъ лучш е  
оценена, если вспомнимъ, что оно ускользнуло отъ геш я Архимеда и Аппо- 
лош я, принадлежащ ихъ безспорно къ величайшимъ людямъ древности).
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геометрическихъ аксюмъ, суть слйдуюгще:

1. Ueber die Thatsachen die der Geometrie zum Grunde 
yliegen. G otting. Nachr. 1868.

2) Ueber den U rsprung und die Bedeutung der geome- 
trischen  Axiome. V ortrage und Reden Bd. II.

См. также р'Ьчь Гельмгольца: „Ueber Thatsachen in  der 
W ahrnehm ung“. Berlin, ibidem.

Къ стр. 30. Такъ называемая Teopia разм$ровъ единицъ, 
: которой касается Гельмгольцъ. изложена Максвеллемъ на пер- 
выхъ страницахъ его „Treatise on E lectricity  and Magnetism

Н а русскомъ язык'Ь см. А. Романовъ: Международная 
система электрическихъ единицъ въ связи съ другими ме­
рами. 1885. О. Хвольсонъ. Объ абсолютныхъ единицахъ въ 
особенности магнитныхъ и электрическихъ. 1887.

Къ стр. 42. Кронекеръ вводитъ зд’Ьсь терминолопю 
теорш функщональныхъ сраянешй.

Если двй функцш (р[х) и 1р(х) таковы, что разность 
ихъ д’Ьлится на ц'Ьлую функцш F ix ), то вместо равенства 
<p(x) =  ip (x)+ F (% ).x (x ), гдгЬ у_(х) есть ц^лая функщя, пи- 
шутъ: ф ( х ) = 1р(х) [mod F (x )\  (функцш <р(%) и гр(х) сравни­
мы по модулю F (x)).

Вообще:
9o(x)=ip(%)[modd F (x ),F 1 (ж),...](функцш (р(х) и гр(х) сравни­
мы по систем^ модулей F {x ) ,F i (х ) , ..........), если разность
<р{х)— гр(х) можетъ быть представлена подъ видомъ

Х ( я ) . а д  +  Хх (*)•■F i (х ) +  -•>
ГД’Ь у ( х ) ,у 1(х).... суть цйлыя функцш.

Teopia системъ модулей изложена Кронекеромъ въ § 21 
его „Grundziige einer arithm etischen Theorie der algebrais- 
chen G rossen“.
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