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Аннотация: В работе исследовано семейство гамильтонов^хх систем с двумя 
степенями свободы. Расчетами сечений Пуанкаре показано, что при произвольн^хх 
значениях параметров функции Гамильтона система является неинтегрируемой и в ней 
реализуется динамический хаос. Найдено, что для трех наборов параметров 
рассматриваемая система является интегрируемой, однако в одном интегрируемом 
случае при этих же значениях параметров на поверхности потенциальной энергии 
имеется область с отрицательной гауссовой кривизной, в то же время в двух других 
случаях интегрируемости при соответствующих значениях параметров областей с 
отрицательной гауссовой кривизной не имеется. Таким образом, наличие областей с 
отрицательной гауссовой кривизной на поверхности потенциальной энергии не 
достаточно для развития в системе глобального хаоса. Получена классическая 
нормальная форма для произвольных значений параметров.
Ключевые слова: гамильтоновы системы, нормализация, компьютерное
моделирование, поверхность потенциальной энергии.

1. Введение
Хаотическое поведение имеет место для больш инства нелинейных 

динамических систем, в том числе и для консервативных гамильтоновых 
систем с двумя степенями свободы [1, 2]. Для решения вопроса о 
существовании хаотических режимов движения имеется ряд 
универсальных методов, применение которых связано с очень 
громоздкими численными расчетами для индивидуальных траекторий [1], 
но для двумерных гамильтоновых систем имеется более простой и 
надежный численный метод сечений Пуанкаре [3]. Однако имеется 
аналитический метод [4, 5] предсказания перехода к глобальному хаосу в 
гамильтоновых системах с помощью критерия по наличию отрицательной 
гауссовой кривизны на поверхности потенциальной энергии. Для 
больш инства исследованных в литературе систем этот критерий очень 
хорош о предсказывает энергию перехода к глобальному хаосу [6 ].

Нормализация гамильтоновых систем с произвольным конечным
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числом степеней свободы является одним из универсальных методов 
приближенного интегрирования уравнений классической механики. 
Существо метода нормальных форм состоит в выполнении канонических 
преобразований исходной классической функции Гамильтона и ее 
приведении к более простому нормальному виду. Тогда уравнения 
движения с новой функцией Гамильтона в нормальной форме, или 
непосредственно просто интегрируются в нерезонансном случае, или же 
существенно упрощ аются по сравнению с исходной функцией Гамильтона 
в случае наличия в системе резонансов. Исследование нерезонансных 
гамильтоновых систем методом нормальных форм широко использовал 
Дж. Биркгоф [7], а позже в случае наличия в системе резонансов этот 
метод был развит Ф. Густавсоном [8 ] с конкретными расчетами на ЭВМ  
для хорошо известной системы Хенона-Хейлеса [3]. И з-за трудоемкости 
канонических преобразований, как правило, вычисления выполняются с 
применением ЭВМ.

Нормализация гамильтоновых систем позволяет эффективно решить 
вопросы о наличии периодических или условно-периодических решений, 
об устойчивости решений, а также выполнить квантование классических 
гамильтоновых систем без использования явного вида самих решений, что 
существенно для квантования в области энергий, где режим движения 
является хаотическим. В настоящ ей работе исследуется семейство 
гамильтоновых систем с двумя степенями свободы с применением метода.

2. Классическая динамика
Нами рассмотрена классическая система с двумя степенями свободы, 

которая описывается следующей функцией Г амильтона

+ c q f q l + d { q f + q l ) \  ( 1)Н  — ~ р 1 + р 1 + F , V - - q l + q l  +Ь 2 1 3

q i42+-42

где P i,p 2,q^,q2 -  канонически сопряженные импульс и координата, а b ,с ,d  -  
безразмерные параметры, причем d > 0 и с + 4d  > 0 .

Поверхность потенциальной энергии (ППЭ) в зависимости от 
параметров имеет достаточно сложный рельеф, особые точки которой 
находятся из системы двух уравнений v ^ ^ = 0 ,  =  О, а линии нулевой
гауссовой кривизны описываются уравнением

V" . V ” -  V"  '  = 0 .  (2)?1?1 ?2?2 ?1?2 ^
Н а ППЭ имеются обширные области с отрицательной гауссовой 

кривизной. Расчетами сечений Пуанкаре показано, что при произвольных 
значениях параметров эта система является неинтегрируемой и в ней 
реализуется динамический хаос. Отметим, что исследуемая нами 
гамильтонова система ( 1) отличается от изученных в литературе систем:



1) несмотря на наличие отрицательной гауссовой кривизны на ППЭ, она, 
например, при условии с = 4d  является интегрируемой; 2 ) в широком 
диапазоне параметров стационарные точки квадратичной части ППЭ 
являются вырожденными, то есть её одно или оба собственные значения 
равны нулю.

Для больш инства наборов параметров Ъ, с, d  в исследуемой системе 
(1) существует хаотический режим движения. Область отрицательной 
гауссовой кривизны при Ъ = 0,1, с = 0,0023 и d  = 0,000625 является 
ограниченной, что приводит к существованию в системе перехода 
регулярность -  хаос -  регулярность, то есть с увеличением полной энергии 
регулярный режим движения восстанавливается, что было впервые 
обнаружено в других двумерных гамильтоновых системах [9]. Для других 
значений параметров области отрицательной гауссовой кривизны не 
ограничена и регулярный характер движения не восстанавливается с 
увеличением полной энергии.

Таким образом, для рассматриваемой, в общем, неинтегрируемой 
гамильтоновой системы (1) критерий ОГК недостаточно точно 
предсказывает величину критической энергии в отличие, например, от 
предсказаний для других исследованных ранее систем [6 ]. Кроме того, в 
интегрируемых случаях, которые рассмотрим ниже, на ППЭ имеются 
области с отрицательной гауссовой кривизной, но, тем не менее, при всех 
энергиях классическое движение является регулярным, то есть критерий 
ОГК вовсе не применим.

Гамильтонова система (1) для трёх наборов параметров Ъ, с, d  
является интегрируемой.

1)Е сл и  b ^ o , c ^ A d , то исследуемая система имеет, кроме энергии, 
второй интеграл движения

h = P l P 2 + M 2 + b 2 1 3

а д 2 + - ^ 2 + 4dq,q2(q^+ ql). (3)

П ри этих значениях параметров выполнены численных расчеты 
сечений Пуанкаре. Так как выполняются неравенства d > 0 и с  + 4 d  > 0 , то 
классическое движение финитно. Для приведенных этих же значений 
параметров величины W  = 16 d  / Ъ2 и Wс = (2с + 8d ) /  Ъ2 , определяющие 
топологию ППЭ, одинаковы и равны W  = Wс = 32/25 = 1.28. А  так как 
выполняется неравенство W  = Wс > 1, то на ППЭ имеется единственный 
минимум в начале координат. Отметим, что равенство W = Wс означает 
выполнение условия интегрируемости с = 4 d . Как уже отмечалось выше 
одной из особенностей исследуемой двумерной гамильтоновой системы 
(1) является то, что, несмотря на наличие на ППЭ областей с



отрицательной гауссовой кривизной, она является интегрируемой.
2) Если то функция Гамильтона (1) упрощ ается и из её

вида можно заключить, что в этом случае имеется закон сохранения 
момента импульса, то есть имеется второй, кроме энергии, интеграл 
движения 1 ^=  qiP2 ~ q 2P\- Это непосредственно можно легко проверить, 
вычисляя скобку Пуассона, {H , I 2 } = 0 , что подтверждается проведенными
численными расчетами сечений Пуанкаре при различных начальных 
данных. В этом интегрируемом случае областей с отрицательной 
гауссовой кривизной не имеется.

3 )Е сл и  b = 0 ,c  = - 2 d , d  ^ 0 ,  то функция Гамильтона будет равна 
сумме двух одномерных ангармонических осцилляторов и, следовательно, 
такая классическая система является интегрируемой. Энергии каждого из 
этих одномерных осцилляторов являются интегралами движения. Как и в 
интегрируемом случае 2 ) здесь также на соответствующей потенциальной 
поверхности областей с отрицательной гауссовой кривизной нет.

3. Нормализация классической функции Г амильтона
Так как система (1) является резонансной с соотношением частот 

равным i : i , то процедуру приведения к нормальной форме Биркгофа- 
Густавсона можно выполнить следующим образом. Для исходной функции 
Гамильтона применяем каноническое преобразование [6 ]:

Q\ =1 (q2 ~̂iP2) + ( qi - ip i). q2 =1 (q2 - i p 2) - ( qi - ip i),
2 2  2 2  (4)
b . .  ̂  ̂ „ i ■

i +Pi = -  ( q2 + i p 2 ) - - ( qi + i p i )  ̂ P2 = -  ( q2 + i p 2 ) + -  ( qi + i p i) •

Из выражений (4) непосредственно следует, что переменные Qi , Q2

комплексно сопряжены, соответственно, переменным Pi, P2 . Для исходной

функции Гамильтона (1), выраженной в новых переменных Qi , Q2 и Pi, P2 ,

выполняем последовательные канонические преобразования
при ПОМОЩИ производящей функции

*̂тах
F ( Q i , Q i ,  Pi, P2 ) = QiPi + Q2P2 + Z  (Qi, Q2 , Pi, P2 ) ,  (5 а)

S=3
W  (Qi, Q2, Pi, P2 ) = Qi'iQ2'2 Pi"' P2”2, (5 б)

производящий однородный полином степени S  = I' + /2 + mi + m2 . В

результате начальная функция Гамильтона H  (q', q 2, p ',  p 2 ) приводится к

нормальной форме G (Q', Q2, P', P2) ,  для которой выполняется условие

D>^}(Qi,Q2, Pi, P2) = 0 , (6 )



где так называемый дифференциальный оператор нормальной формы 
имеет вид

D  = y  Q — — Р —  • (V)
h r d Q , ,  ''дР„\

И з-за предварительного канонического преобразования (5) оператор 
(7) принимает диагональный вид, поэтому однородные мономы

W< ̂ ) (S i. Q i, Pi. P2) = q I q i 2 p m  p {"2 (8)
являются собственными функциями:

I)  W  <̂ ) (Qi, Q2 , Pi, P2 ) = (Zi +12 -  mi -  m 2 ) W SS) (Qi, Q2, Pi, P2 ) , (9)

что упрощ ает трудоемкую процедуру нормализации.
Затем при помощи программы [10] находим модифицированную 

нормальную форму Биркгофа-Густавсона до степени = 6 по
каноническим переменным, которую представим в следующем виде

^ 6(Qi, Q2 , Pi, P2) = i [QiPi + Q2P2 + C4i (QiPi + Q2P2 )2 - C42 (QiP2 - Q2Pi)2 +

( 10а)
+C43 ( QiPi -  Q2P2 )2 + C6i  ( QiPi + Q2P2 )2  -  C62 ( QiP2 + Q2Pi )3 -

-C 63 ( QiP2 + Q2 Pi )  ( QiPi + Q2 P2 ) '  -  C64 ( QiPi + Q2 P2 )  ( QiP2 -  Q2 Pi ) 2 +

+C65 ( QiP2 + Q2 Pi ) ( QiP2 -  Q2Pi ) 2 + C66 ( QiPi + Q2P2 ) ( QiPi -  Q2P2 ) 2 ],

C4i = 3  d  -  — Ъ2, C42 = ^ -^  Ъ2 + 3  с, C43 = -  d  с ,
4i 2 12 42 12 ^  43 2 8

2 3 ^4  171 ^  11 2 1 ^ 2C6i =  Ъ̂  +  Ъ^d + — Ъ^с d  ̂ ,
61 432 36 36 4

C62 = -  2  h^d + — Ъ2с, C63 = -  11Ъ2d + 1 1  Ъ2с, (10б)
62 9 1 8 63 9 3 6

17 2 2 7 ^ ^  19^2 23^4  17 ^C64 = ---- с2 + ----- Ъ2d + ------Ъ2с -----Ъ4 ------ad ,
64 64 36 72 i44 8

„ 1^ ^  1^ ^  ^  9 ,2 ^ 7  1 2 1 i2 1 1 i2— — Ъ d  Ъ с , — — d  —  с d ----- с -----Ъ d  H Ъ с .
65 9 36 66 4 2 64 36 144

Если для нормальной формы (10) выполнить канонический переход к
переменным действие-угол, то непосредственно из явного вида
полученной функции Гамильтона можно увидеть, что исходная, в общем,
неинтегрируемая двумерная система ( 1) приближенно будет представлена
уже одномерной интегрируемой системой.

Введем следующие функции:

Q,P,-QA .% =Q ;̂ +ел,ф. =1 Q,P, +Q,P Ф, QA +QA , (П)
ДЛЯ которых скобки П уассона равны

Ф„,Ф, = 0, л =  1,2,3, (12)

то модифицированная нормальная форма ( 10) перепиш ется в виде



G ,  = / [ Ф „  + 4 С , , Ф ?  + 4 С , з Ф ^  - 8 С , , Ф ^  -

-8С,зФ„^Фз +4С,,Ф^Ф„ -8С,,Ф^Фз +4С,,Ф^Фз].

Из результатов для скобок П уассона (12) непосредственно следует, 
что нормальная форма (13) является интегрируемым приближением для 
неинтегрируемой, в общем, исходной системы ( 1), причем выполняется 
тождество

х1/2 +х1/2 + ф 2 =1ф2^  (14)

а также имеют место соотношения
А,/i, г/=  1,2,3, (15)

где -  полностью антисимметричный тензор третьего ранга (символ
Леви-Чивита). Таким образом, функции (11) образуют замкнутую группу 
преобразований относительно скобок Пуассона.

4. Заключение
Исследована двумерная динамическая система, функция Гамильтона 

которой зависит от трех параметров. Н а основе численных расчетов 
сечений Пуанкаре показано, что при произвольных значениях параметров 
функции Гамильтона в системе система является неинтегрируемой и имеет 
место хаотический режим движения. Получено, что при трех наборах
параметров исследованная система является интегрируемой и в этих
случаях приведены интегралы движения. Обнаружено, что в одном 
интегрируемом случае на поверхности потенциальной энергии имеются 
области с отрицательной гауссовой кривизной. Для этой системы получена 
классическая нормальная форма в подходе Биркгофа-Густавсона, которая 
при малых энергиях адекватно описывает поведение фазовых траекторий 
исходной системы и согласуется с результатами, полученными в сечениях 
Пуанкаре. Применение метода нормальных форм позволило систему 
уравнений движения Гамильтона с двумя степенями свободы привести к 
решению обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. 
Исследуемая нами система отличается от изученных в литературе систем: 
1) несмотря на наличие отрицательной гауссовой кривизны на ППЭ, она 
при условии с  = 4 d  является интегрируемой, 2) в ш ироком диапазоне 
параметров стационарные точки квадратичной части ППЭ являются 
вырожденными, то есть ее одно или оба собственные значения равны 
нулю.
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Abstract: The family o f the Hamiltonian systems with two degrees o f freedom was investigated. The 
calculations o f the Poincare sections show that with arbitrary values o f the parameters o f the Hamilton 
function, the system is non-integrable and dynamic chaos is realized in it. For the three parameter sets, 
the system in question was found to be integrable, but shows that in one integrable case on the 
potential energy surface (PES) there are regions with the negative Gaussian curvature. It was found 
that in one integrable case for the same values o f the parameters, the potential energy surface has a 
region with the negative Gaussian curvature. At the same time, in the other two cases, the domains 
with negative Gaussian curvature are not integrable for the corresponding values o f the parameters. 
Thus, the presence o f regions with negative Gaussian curvature on the potential energy surface is not 
enough for the development o f the global chaos in the system. The classical normal form for arbitrary 
parameter values is obtained.
Keywords: Hamiltonian systems, normalization, computer modeling, potential energy surface.
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