
УДК 519.68 ^^^-игинальная статья
УЧЕТ ЭФФЕКТОВ ТУННЕЛИРОВАНИЯ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

И.Н. Беляева1, Н.А. Чеканов1, И.К. Кириченко2, Н.Н. Чеканова3 
^ФГЛОУВО «Белгородский го^-удар^^твенный национальный исследовательский

унив^-р^-ит^^т»
308015, Россия, Белгород, ул. Победы, 85 

^Национальный университет гражданской защиты Украины 
61023,Украина, Харьков, ул. Чернышевская^, 94 

3Харьковский учебно-научный институт ГВУЗ «Университет банковского дела», 
61202, Украина, Харьков, пр. Победы, 55 

chekan^-v@bsu. edu. ru
DOI: 10.26456/pcascnn/2019.11.291 

Аннотация: Изложена общая схема метода интегрирования дифференциальн^гх 
уравнений второго порядка в виде степенн^хх рядов. Приведены результаты расчетов 
для уравнения Шредингера с потенциалами с двумя и тремя минимумами для 
квантовых ангармонических осцилляторов. Необходимая точность расчетов 
контролируется числом членов в степенных рядах и количеством знаков в мантиссе 
десятичных чисел. Показана структура расположения энергетических уровней и 
волновые функции.
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В настоящ ее время объектами интенсивных экспериментальных и 
теоретических исследований являются, в частности, полупроводниковые 
наноструктуры. В них движение электронов (носителей электрического 
тока) ограничено и в результате существенно меняется большинство 
электронных свойств. Движение электронов в микроскопических 
полупроводниках подчиняется законам квантовой механики и описывается 
уравнением Ш редингера с потенциалом, имею щ им несколько локальных 
минимумов, разделенных барьерами с классически запрещ енными 
областями движения, но возможными из-за квантового явления 
туннелирования [1-6 ].

В данной работе изложен метод интегрирования уравнения 
Ш редингера в виде степенных рядов, предложенный ранее в работе [6 ], и 
приведены результаты расчетов для уравнения Ш редингера с 
потенциалами с двумя и тремя минимумами для квантовых 
ангармонических осцилляторов. Представлен также алгоритм построения 
линейно независимых решений для одномерного уравнения Ш редингера, с 
помощью которых определяется волновая функция [7-9].

В соответствии с этим методом для интегрирования уравнения 
Ш редингера

1 d "
2 dx- ■ + ^  (x) ^<x) = E  yJ(x), (1)



(3)

где V(х) -  потенциальная функция, V (+да) = да, у/(х) -  квадратично 
интегрируемая функция на (-да, да), ^(-да) = ^(да) = 0 , E  -  собственные 
значения, вначале реш ается задача Кош и для дифференциального 
уравнения

7 Чх) + 2[ E - V ( x ) ]  y(x)  = 0 (2)
с начальными данными

yi(Xo,E) = a, a ^  0, ГУ2(Хо) = b, b ^  0,
и i

7 l( Xo, E) = 0, IУ2 (X0) = l,
находятся два линейно независим^гх решения у  (х, E)  и Уз (х, E)  в виде
явных степенных рядов, в общем, с произвольным числом N  членов, и
строится общее решение

у(х, E) -  С у  (х, E) + С у 2 (х, E ) , C , C  -  const, (4)
которое содержит величину E  как параметр.

В общем решении (4) содержится искомая собственная функция у/(х) 
уравнения Ш редингера, которая с учетом граничных условий
удовлетворяет следующей однородной линейной системе алгебраических 
уравнений

C l  • у 1 ( - д а , E )  +  С 2 • У 2 ( - д а , E )  =  0
, (5)С  • у  (+да, E) + С  • У2 (+да, E) = 0  ̂ ^

нетривиальное решение которой определяет спектр собственных значений
{En ̂  да=0 и функций { /п  (х)}|да=0 •

Разработана символьно-численная программа в среде M aple, 
реализующ ая изложенный выше метод реш ения уравнения Ш редингера 
( 1), и с ее помощью получены представленные результаты для следующих 
потенциалов

/ \2
V (х) = х  ̂- а^ j - р:х, (6 )

V (х) = Лх^ -  Бх^ + Сх"6, (7)
где р , Л > 0, Б  > 0, С > 0 -  параметры.

Для уравнения Ш редингера (1) с потенциалом (6 ) при значениях 
параметров а  = 0,8 и а = 2 в Таблице 1 и на рис. 1 приведен энергетический 
спектр в зависимости от параметра асимметрии р  •

Н а рис. 1 при тех же значениях параметров потенциала приведен 
график зависимости значений энергетических уровней от параметра р  , из
которого видны избегнутые пересечения уровней энергии. Второе
слагаемое в потенциале (6 ) описывает внешнее возмущение, амплитуда р  

которого управляет положением как энергетических уровней, так и их 
избегнутых пересечений. Н а рис. 2 показана структура расположения



энергетических уровней и волновые функции 
внешнего возмущ ения p  = 1,25.

при величине амплитуды

Таблица 1. Энергетический спектр асимметричного ангармонического квантового

n En p  = 0 p  = 0,5 p  = 1 p  = 1,5 p  = 2 p  = 2,5 p  = 3
0 E0 2,4755 1,5126 0,5391 -0,4444 -1,4378 -2,4406 -3,4524
1 E1 2,4756 3,4274 4,3677 4,5380 3,6416 2,7340 1,8158
2 E2 7,1458 6,2932 5,4221 5,2959 6,2112 7,1130 6,7854
3 E3 7,1538 7,9906 8,8134 9,0991 8,3458 7,5735 8,0003
4 E4 11,0875 10,5361 9,8339 9,6185 10,3954 11,1298 11,1462
5 E5 11,3693 11,8720 12,3917 12,5787 12,2624 11,7751 11,9021
6 E6 13,8651 13,7634 13,5367 13,4745 13,7607 14,0467 14,1609

Рис. 1. Зависимость значений энергетических уровней от параметра p  асимметричного 
ангармонического осциллятора (1), (6).

Заметим, что для симметричного потенциала с двойной ямой (6 ) при 
p  = 0 величина расщ епления между уровнями энергии основного ( n = 0 ) и 
первого возбужденного ( n = 1) состояний, полученная в нашей работе, 
равна А E  = 0,000066, в то время как эта величина, вычисленная по формуле 
из работ [10, 11], равна А E  = 0,000070.

П ри помощи той же программы для уравнения Ш редингера (1) с 
потенциалом (7) найдены нижняя часть энергетического спектра и 
волновые функции в виде степенных рядов. Конкретные вычисления были 
проведены при следующ их параметрах: A = 16,2, B = 10,9, C = S^ /4 A  при 
которых потенциал имеет три локальных минимума. Значения уровней



энергии приведены в Таблице 2, а структура их расположения изображена 
на рис. 3.
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Рис. 2. Структура спектра (слева) и волновая функция пятого возбужденного уровня 
E  = 9,4729 (справа) для уравнения Шредингера (1) с потенциалом (6) при р  =1,25.

Таблица 2. Энергетический спектр симметричного ангармонического осциллятора (7)

п 0 1 2 3 4 5 6

En 2,5278 4,9156 5,0886 7,2667 10,4400 13,1899 16,4806

Рис. 3. Структура спектра в потенциале с тройной ямой (7).

Как видно, в симметричном потенциале с тройной ямой (7) 
избегнутое пересечение из-за квантового эффекта туннелирования 
наблюдается для первого и второго возбужденных уровней, чем 
существенно отличается от случая симметричного потенциала с двойной 
ямой, в котором избегнутое пересечение имеет место для основного и 
первого возбужденного состояний. В самом деле, из численных расчетов



волновых функций (см. рис. 4) следует, что избегнутое пересечение 
уровней случается именно для первых двух возбужденных состояний, в 
которых, соответственно, их волновые функции обращаются в нуль один и 
два раза, а волновая функция основного состояния узлов не имеет.

Рис. 4. Волновые функции основного, первого и второго возбужденных состояний, 
соответственно, с уровнями энергии E  = 2,5278, E  = 4,9156, E  = 5,0886 .

Заключение
В работе описан метод символьно-численного решения одномерного 

уравнения Ш редингера с потенциалами, имеющ ими два или три 
локальных минимумами. При различных значениях параметров 
потенциалов вычислены уровни энергии и соответствующие волновые 
функции. В многоямных потенциалах, как известно, имеет место явление 
квантового туннелирования [12], которое приводит, в частности, к 
расщ еплению энергетических уровней В работе выявлена сильная 
зависимость поведения волновой функции от точности вычисленного 
уровня энергии. Обнаружено явление квазипересечений уровней (так 
называемых избегнутых пересечений, когда расстояния между уровнями 
становится порядка 10-6-7) в зависимости от параметра внеш него 
возмущения. Вычисленное Поведение квазипересечений хорошо 
согласуется с результатами, полученными другими авторами на основе 
теории и приложений уравнений класса Гойна [13]. Существенной 
особенностью наш их расчетов является контроль высокой точности 
вычисления значений энергетических уровней.
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