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СИНТЕЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДЕЛЬТА-РОБОТА 
ДЛЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ В ЗАДАЧАХ СОРТИРОВКИ 

ТВЕРДЫХ БЫТОВЫХ ОТХОДОВ

SYNTHESIS OF THE MATH MODEL OF DELTA-ROBOT 
FOR USING IN TASKS OF SORTING WASTE

Рассмотрена проблема построения кинематических моделей промышленных дельта-роботов. 
Авторами предложен универсальный метод решения обратной задачи кинематики (ОЗК) для 
многозвенного дельта-робота с различным числом граней. Разработанный метод решения ОЗК 
ориентирован на использование в системах управления роботами автоматизированных комплексов 
сортировки твердых бытовых отходов. Работоспособность метода подтверждена результатами 
имитационного моделирования.
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The problem of synthesis the kinematic models of industrial delta-robots is investigating in the article. 
Authors proposed universal method for solving invers task of kinematic. This method can be used for delta-robots 
with different quantity offaces. The developed method is oriented to using in automatic control systems of garbage 
sorting units. Efficiency of this method was confirmed by results ofprogram modeling.
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sorting.

Задача сортировки - одна из наиболее распространённых производственных задач 
наравне с упаковкой. Эти две технологические операции имеют место в технологических 
процессах производств всех видов. Анализ современного рынка промышленной 
робототехники показывает, что в данных операциях наиболее часто применяются дельта
роботы (рис. 1), так как они обладают очень высокой скоростью работы за счёт своей 
конструкции - тяжелые приводные агрегаты размещены на массивном верхнем 
основании, а рабочий орган закреплён на более лёгких гранях.

Рисунок 1 - Общий вид дельта-робота

Разработка системы автоматического управления роботом предполагает расчёт 
математической модели робота, на основании которой решаются задачи кинематики. 
Решением обратной задачи кинематики (ОЗК) является набор углов поворота приводных 
агрегатов, необходимых для достижения рабочим органом определённой точки
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пространства. В отличие от робота последовательной структуры, для дельта-робота, 
который относится к классу параллельных роботов, единого алгоритма решения обратной 
задачи кинематики нет, необходимо решать ОЗК индивидуально для каждой структуры [ 1, 
2]. Существует немало способов определения углов поворота приводов дельта-робота, 
среди них - представление робота в векторном виде [3], рассмотрение предельных 
траекторий движения шарниров в виде сфер [4] и последующее совместное решение задач 
для каждой грани. Предложенный в [5] способ не может считаться оптимальным, так как 
он предполагает большой объём математических вычислений, несмотря на доступные 
современным системам управления большие вычислительные мощности. В связи с этим 
разработка универсальной математической модели параллельного дельта-робота является 
задачей приоритетной и актуальной.

Для решения задачи сортировки твёрдых бытовых отходов (ТБО) авторы 
предлагают использовать классический дельта-робот, представленный на рисунке 1, 
имеющий n граней, три шарнира в каждой грани - Jo, Ji, J2 и два основания. Центр 
верхнего основания, на котором расположены приводные устройства, обозначается как O, 
а центр нижнего основания - O1. В точке 01 располагается рабочий орган робота. Длины 
звеньев грани соответственно равны l1 и l2. Рассмотрим векторное представление грани 
робота (рис. 2а), учитывая, что робот в проекции на плоскость X0Y имеет вид, показанный 
на рис. 2б. Ось Oz направлена от верхнего основания к нижнему, а ось Ox совпадает с 
проекцией одной из граней робота. Начало координат находится в точке O. Не нарушая 
общности, рассмотрим синтез математической модели для дельта-робота с тремя гранями. 
Цель, которая должна быть достигнута в результате решения обратной задачи 
кинематики, заключается в отыскании углов поворота приводных механизмов OJ0J1, 
расположенных на верхнем основании. Для сходимости решения внутренний угол грани 
J0, J1, J2 должен быть меньше 1800.

Рисунок 2 - а) векторное представление грани робота, б) проекция на плоскость XOY

При разработке методики решения кинематических задач авторы рассматривают 
отдельный класс дельта-роботов, в основании которых лежит правильный многоугольник. 
Итак, шарнир грани, соединённый с приводным агрегатом, обозначается как Jo, звено l! 
равно радиусу описанной вокруг треугольника Jo Jo Jo окружности, радиус R которой

вычисляется как длина вектора OJq , причём точка Jo лежит на оси абсцисс. Далее
необходимо последовательно вычислить координаты всех шарниров каждой грани робота, 
воспользовавшись соотношениями для треугольников и теоремой косинусов.
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12 3Координата z шарниров Jo , Jo и J0 нулевая, а координаты x и у вычисляются как 
проекции векторов, направленных из точки O к тем же шарнирам, на оси Ox и 
соответственно. Учитывая соотношения для треугольников OJ0J1, J0J1J2, OJ1J2, OJ2O1, 
OJ0J2, используя выражения для вычисления скалярного произведения векторов и теорему 
косинусов, можно найти координаты всех шарниров грани.

Из рисунка 2б видно, что координаты шарниров Jo определяются следующим 
образом:

X = R cos(2^ - ко),
у = R svn(2ж- ко), (1)

Z = 0,
где к - коэффициент, определяющий номер шарнира, если считать от оси Ох против
часовой стрелки. Далее вычисляются длины векторов JqJ2 , OJ2, OJ^ и 00^ . Искомый
угол поворота привода OJ0J2 определяется по формуле:

JOJqJ2 = Р = arccos (2)

Расчёт по формулам (1), (2) и указанных векторов необходимо провести для всех 
граней дельта-робота независимо. Рассмотренных вычислений достаточно для управления 
роботом, так как известна единственная управляемая величина - угол поворота привода. 
Тем не менее для построения визуальной модели необходимо найти ещё координаты
шарниров Ji как проекции векторов J^ J\ на координатные оси по формулам:

X = R + ^ cos(^ - P)cos (2ж - ко), 

у = R + ^ cos(^ - Р) sin (2ж- ко), 
z = ^ sin(ж - Р),

(3)

где l1 - длина звена робота J^J! .
Данная методика применима для абсолютно любой фигуры в основании дельта

робота. Незначительные отклонения строения робота от классического представления, 
например, учёт в расчётах реальных размеров рабочего органа, не накладывает 
ограничений на предложенный метод решения. Кроме того, для использования алгоритма 
в системах управления роботами нет необходимости вычислять координаты шарнира J1 
каждой грани по формулам (3), так как они нужны только для визуализации рассчитанной 
конфигурации дельта-робота программными средствами. Это позволяет сократить объём 
вычислений на 3к этапов, где к - количество граней. Также, несмотря на отсутствие 
обобщённого способа решения ОЗК для дельта-робота, объем вычислений ниже, чем для 
манипулятора последовательной структуры, которая предполагает вычисление углов 
поворота приводов по трём осям в каждом шарнире в сравнении с расчётом угла поворота 
каждого привода лишь в одной плоскости.

Рассмотрим для сравнения системы управления последовательным манипулятором 
с K звеньями, который жёстко закреплён на опоре, и параллельным дельта-роботом с K 
гранями. Объем вычислений, необходимых для решения ОЗК для параллельного робота, 
составляет:

N (K) = K (ro^ + ro^ + ro^ + tran),
где rot - операция поворота по соответствующей оси, в выражение для которого входят 
тригонометрические функции, tran - операция параллельного переноса вдоль звена 
робота.
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Для дельта-робота оценка количества вычислений имеет вид:
N (K) = KB,

где B - операция вычисления угла в (2), в состав которого входят выражения для вычисления 
длин векторов. Таким образом, для решения ОЗК дельта-робота необходимо выполнить в 3K 
раз меньше укрупнённых этапов математических вычислений. Более точную оценку можно 
получить, зная точное количество элементарных математических операций, когда известна 
конкретная программная реализация на конкретной аппаратной базе.

Выполним оценку количества вычислений метода [4]. Согласно предоставленным 
блок-схемам и математическим выражениям, трудоёмкость составляет порядка 7к 
операций, где к - количество граней дельта-робота.

Для визуализации математической модели в среде MATLAB была разработана 
программа, вычисляющая конфигурацию дельта-робота на основании данных о 
положении рабочего органа и геометрических размерах робота. Результаты для дельта
роботов с различным количеством граней представлены на рисунке 3.

Рисунок 3 - Результат моделирования дельта-робота с различным числом граней

Предложенный метод расчёта углов поворота приводов параллельного дельта
робота является универсальным для отдельного класса дельта-роботов с основаниями в 
виде правильных многоугольников и может быть использован при синтезе системы 
автоматического управления роботом - сортировщиком ТБО. Кроме того, предложенный 
способ требует выполнения на 4к меньше операций по сравнению с уже известными 
методами. Этот факт позволяет более оптимально использовать вычислительные ресурсы 
дельта-робота, ускоряя тем самым процесс сортировки, а также использовать менее 
производительные микроконтроллеры для управления роботом без снижения 
производительности комплекса в целом.

Работа выполнена в рамках гранта ФСИ «Разработка роботизированной 
технологической линии сортировки бытовых отходов на основе технического 
зрения», договор от 04 июля 2020 г № 15536ГУ/2020.
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