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ANALOGUE OF THE LAW OF LARGE NUMBERS  

FOR ADDITIVE FUNCTIONS TWO VARIABLES 

 

В различных разделах теории чисел встречаются аддитивные арифметические 

функции, т.е. функции, определенные на множестве натуральных чисел и удовлетворяющие 

условию: )()()( nfmfnmf   для взаимно простых m  и .n  Например, функция 

),(n  определяющая количество различных простых делителей числа n , является 

аддитивной. Легко показать, что для любой аддитивной функции 0)1( f  и, если 
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т.е. аддитивная функция полностью определяется своими значениями от степеней 

простых сомножителей. 

Можно обобщить это понятие на арифметические функции нескольких переменных. 

Аддитивные арифметические функции нескольких переменных рассматривались в работах 

[3] и [5]. 

Будем рассматривать аддитивные функции от двух переменных, определенные на 

,2N  для которых ),(),(),(
22112121

nmfnmfnnmmf   при условии взаимной простоты 
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nm  Например, аддитивной является функция ).()(),( nmnmf    Очевидно, 

что для любой аддитивной функции от двух переменных .0)1,1( f  Если  
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Распределение значений аддитивных функций от пар натуральных чисел весьма 

хаотично, но в целом, как и для функций от одной натуральной переменной, для многих 

аддитивных функций двух переменных существуют закономерности распределения их 

значений. При этом возникает вопрос об отклонениях значений функций от средних 

значений (или их аналогов) в области },...,2,1{},...,2,1{ NM  . В случае аддитивных 

функций от одной переменной подобные задачи рассматривались в работах [1], [4], [6]. 

Особенностями работ [1] и [6] является аналогия с доказательством П.Л.Чебышева закона 

больших чисел. Глубокое содержание этого закона состоит в том, что в то время, как 

отдельная случайная величина может часто принимать значения, далекие от ее среднего 

значения, среднее арифметическое большого числа случайных величин ведет себя в этом 

отношении совершенно иначе. Такая величина очень мало рассеяна и с подавляющей 

вероятностью принимает лишь значения, очень близкие к среднему значению. Происходит 

это потому, что при взятии среднего арифметического случайные уклонения в ту или другую 

сторону взаимно уничтожаются, вследствие чего суммарное уклонение в большинстве 

случаев и оказывается малым. В случае аддитивных функций их значения являются 

аналогами случайных величин. В монографии А.Г. Постникова приводится подробное 

доказательство неравенства, из которого следует аналог закона больших чисел для 

аддитивных функций одной переменной [2, с. 295-303]. 

Опираясь на идеи работ [1] и [2], можно доказать неравенство, из которого будет 

следовать аналог закона больших чисел для аддитивных функций двух переменных. 

Теорема. Пусть ),( nmg аддитивная комплекснозначная функция,  
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Тогда имеет место неравенство 
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где c – константа, не зависящая от g . 
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С помощью этой теоремы можно показать, что для всех аддитивных функций их 

значения от почти всех пар натуральных чисел ),( nm  из области },...,2,1{},...,2,1{ NM   

«мало» отличаются от величины ),,( gNMA , являющейся аналогом «среднего значения». 
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