VIIl. PROPORCAO DE OURO E DE PRATA

8.1. Propor”™ao de ouro

“As duas grandes descobertas na geometria, uma & o famoso teorema de
Pitagoras, e a segunda e precisamente a proporgao de ouro ou proporgao
media ou ainda proporgao aurea - uma coisa, nos podemos comparar coTo

ouro, e outras coisas, coTopedrapreciosa” I. Kepler

JV

H1

Sera que um dia nos questionamos: porque que a nossa bandeira possui
. . 2 1 3
proporgao entre a largura e o comprimento igual - enao - ou - ? F porque
que o simbolo da estrela, a catana e a roda dentada estao precisamente naquela
posi?ao?
8.2. No”ao de propor”*ao de ouro

Muitos anos atras, o0s cientistas consideravam coto o melhor retangulo, o

retangulo que possui a largura a e comprimento b que sastisfazem a condi<;ao:

a b-a

a (6)

A partir dai, teremos o seguinte:

a
b a a a
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Vamos substituir b = X, onde 0 < x < 1, neste caso, obteremos o
seguinte:

X=~—1 -> x2+x—1=20
it

O=12+4x 1x1=5
A equa8ao possui duas raizes:

-1+V 5 -1-V 5

1= N e *2= — —
Conforme a condiijao: 0 < x < 1, logo Xj, e a solu*ao desejada.

Desta maneira:

a —1 + n/5
-= «0,618
b 2

Esta constante € chamada de propor™ao de ouro.

. 2 13
Agora vamos analisar os valores das frac9oes -

Teremos o seguinte:
-« 0667;-=05; -=0,75.
3 2 4

Notaremos que, o numero 0,667 esta mais proximo do numero 0,618 com
um desvio inferior a 5%, isto e, se desenharmos um rectangulo do tamanho de 2,
3 obtemos um retangulo quase perfeito.

As vezes, proporgao de ouro e chamada de proporgao aurea e este conceito
come?a desde a pintura.

Nas pinturasdos artistas plasticos, notamos que, quando desenham um
homem na natureza,nao obterao um quadro bonito se o homem estiver no centro
do quadro, e onde & que ele tem que ser desenhado, em qual posigao
concretamente?

Se mostramos o fundamento do quadro na recta AB, a proje9ao do homem na

AB & o ponto C, que deve satisfazer a igualdade (6):
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Se observarmos atentamente na nossa bandeira, veremos que, 0s pontos das

projegoes P e 0 sao os pontos H e C, e as proporgoes serao:

AH AC HP HC
~AC 'AB '~HB 'JC

Aproximadamente ao numero da proporgao de ouro.

Se designarmos 0s pontos da intersegao entre a catana e a roda dentada com
Q, entao este ponto divide o comprimento da catana e a roda dentada da
proporgao tambem aproximada ao numero da proporgao de ouro.

Ainda notaremos que, a estrela divide a distancia da roda dentada da
proporgao tambem aproximada ao numero da proporgao de ouro. Neste caso, 0
retangulo da nossa bandeira & quase perfeito, assim coTo a posigao do simbolo
da estrela, catana e da roda dentada, estao numa posigao quase perfeita.

Vamos ainda encontrar a proporgao de ouro em Sequencia de Fibonacci.

8.3. Proporgao de prata

Nestes os ultimos anos, alguns artistas plasticos e arquitetos acham esta
proporgao "bonita".

Matematicos investigaram a proporgao de prata desde antiga ciencia grega,
embora o termo proporgao de pratia pode ter aparecido apenas recentemente.
Esta proporgao tem aplicagoes bastantes notaveis na nossa vida social.

A proporgao de prata pode ser designada de seguinte maneira: SAG. Podemos
sim mostrar uma relagao, que pode ser escrita algebricamente de seguinte

maneira:

b+2a
(7



A equa9ao (7) possui uma linica raiz positiva.

Prova:
=A->pb*h +2*a*h =a2">(a+ b)(a+b)=2a2

(a+ b) =a*n/2->b = (V2 —I) *a
a a

b-(V2-1)*a“V fAr nc

5IC =1+ VI * 2,4142135623 ..

Assim, proporfao de prata & um numero irracional definido pela soma de 1e
raiz quadrada de 2.

Podemos ainda encontrar a propor?ao prateada, segundo a sua definifao, com
ajuda da seguinte expressao:

(Sac - 1)2- 2 (8)

Obteremos duas solufoes. A positiva € o valor da propor9ao de prata.

Com ajuda de uma figura geométrica podemos facilmente tambem
determinar as proposes que por sua vez correspondem ao valor da propor9ao
prateada. A figura pode parecer pela primeira vista complicada. Para rapida
compreensao, dos leitores, vamos dar uma olhadinha no teorema de Tales - em
umfeixe de rectas paralelas, os segmentosformados por rectas transversais sao

proporcionais.

Fig. 16 - Demonstra9ao da prova geon”trica da propor9ao de prata
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Nesta esta a prova geometrica que, raiz quadrada de 2 - & irracional, com as
proposes:
AB _ AC _
Je ~Tc ~ bag
O numero de prata ou proporgao prateada & uma constante matematica. Sua
nomenclatura tem coto referenda a proporgao aurea ou proporgao de ouro. Mas
& sempre bom lembrar que - a proporgao de ouro surge da sequencia do famoso
matematico Fibonacci, e proporgao de prata surge da sequencia de Pell-Lucas
& chamado assim em honra do matematico frances Edouard Lucas (o criador do
jogo matematico - Torre de Hanoi) que laTtbéTt estudou esta sequencia, e 0sS
numeros acompanhantes de Pell sao casos particulars da sequencia de Lucas.
Uma das aplicagoes notaveis da proporgao de prata esta relacionada com um
rectangulo cuja proporgao entre os seus lados & igual a proporgao prateada, e o
rectangulo neste caso & chamado de rectangulo prateado. A figura abaixo
mostra claramente coTo a folha de tamanho A4 & obtida com ajuda do conceito

de proporgao de prata:

S2 mm 105 mm ~30 mm

AS8

A6
A7

A5

A4

A2

Fig. 17- Rectangulo prateado
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Os papeis de formato A4 sao chamados tambem de I1SO5 216 - sao
rectangulos na proporgao 1: V2 (aproximadamente 1: 1,4142135 decimais), as
vezes chamados de "rectangulos A4". A remogao de um quadrado maior
possivel a partir de uma folha de papel resultara um rectangulo com as
proporgoes 1: V2 —1, e tambem coTo 1+ V2~:1, que & proporgao de prata. A
remogao de um maior quadrado a partir dessas folhas resultara novamente um
rectangulo com proporgao 1: V2. Um rectangulo cuja proporgao € a proporgao
de prata € as vezes chamado de um rectangulo de prata.

* Proporgao de prata em fracgao continua

Sobre as fracgoes continuas veremos nos proximos capitulos de uma forma
bastante detalhada, para melhor compreensao.

A Proporgao de prata possui as seguintes partes inteiras:

[2:2;2;..]

e apresenta a seguinte fracgao continua:

« Potencies da proporgao de prata

As potencias inferiores da proporgao de prata sao as seguintes:
8y =1
&G = &G+ 0
3ag ~ 2%ac + 1
Sag = S™ag + 2
Slg= 125" + 5
50 padrao intemacional 1SO 216, de 1975, define os tamanhos de papel utilizados em quase todos os paises,

com exce”ao de EUA e Canada. Em particular, sSo definidas as series A, B e C, das quais faz parte o formato
A4, de uso comum.
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Vimos que, as potencias obedecem a seguinte formula coto norma:

Sag = knSAG + fr(n-i)
Onde:
K, - 2/8G. D + fo(-2)
Por exemplo, quando n = 5. Teremos:
= 295,c + 12
Fazendo kO = 1e kr = 2, coto condifao inicial, teremos uma solu9ao em
forma recorrente:
Kn = 2 + fc(,,-2)

Logo, tera a seguinte forma:
Kn="j=(Stil -(2-S AGr #&

 Expressoes prateadas

Pode-se determinar expressoes prateadas com ajuda da formula geral (9):

[n;n;n;..] =~(h +Vn2+ 4) 9)
Quando n = 2, teremos o valor igual a propor*ao de prata.
As primeiras 10 expressoes prateadas:
1) Quandon =0 -»1
2) Quandon = 1 - 1.618033989
3) Quandon = 2 ->2.414213562
4) Quandon = 3 -» 3.302775638
5) Quandon =4 -» 4.236067978
6) Quandon =5 -* 5.192582404
7) Quandon = 6 -> 6.162277660
8) Quandon = 7 -=>7.140054945
9) Quando n = 8 -» 8.123105626
10) Quandon = 9 -» 9.109772229
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» Propriedades da proporgao de prata
Estas propriedades sao validas apenas para numeros inteiros m; as
propriedades sao semelhantes, mas diferentes ligeiramente. Para as expressoes

da propor9ao de prata S de m, a propriedade pode ser generalizada coTo:
~ kn$T + ~(n-1)

Onde:
kn = Txk(n_r) + fo(n_2)

Utilizando as condi9oes iniciais kO = 1 e fer = m, esta relaijao recorrente se
toma:

Kn=j=k=AS«+-(m -S mr+")

As potencias da proporfao de prata possuem ainda outras propriedades
bastante interessantes.

Se n for um numero inteiro positivo e par, teremos o seguinte:

Sn - fsnl
n
c-n sn 1
Mais em frente, quando n = 4 e 6, teremos:
1
+ [sA — 1] = s(m 4 + 4m 2 + 1)
s4 - prht

+ [N —1] =s(m6+ 6m4+ 9m2+ 1)

S - -Il_—smll
Como tambem:

s% = s(m 3 + 3m)

= s(m 5+ 5m3+ 5m)

s?n — s(m 7+ 7m5+ 14m 3 + 7m)
Sm = s(m 9+ 9rn7 + 27m 5+ 30m 3+ 9?n)
5m = ms(?nll + 11?n9 + 44m 7+ 77m5 + 55m 3+ 11m)
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A meia da propordao prateada S de m tambem possui a seguinte propriedade:
1

Isso significa dizer que, a media da expressao prateada tern a mesma parte
decimal que corresponde a expressao prateada. Usando essa propriedade, a
proporfao prateada definida para todos os numeros deve satisfazer:

X = x~x (mod 1)
Caso expandirmos a expressao da propor?ao de ouro S de m, tal que:
sm=a+hb
Onde a & neste caso a parte inteira de S e b, podemos afirmar que a seguinte
propriedade é verdadeira:
= a2+ mb+1
O facto de que, para todos 0s m maiores que zero, a parte de sm=m, a =

m. Param > 1, teremos o0 seguinte:
=Ta+mb+1l=m(a+ft)y+ 1=mOm) + 1
Assim, a expressao da propor?ao de prata de m e uma das solu?6es da equai”ao:

X2-mx-1 =0
Podemos ainda determinar a propor9ao de prata em outras figuras
geometricas. Vamos mostrar algumas, que aparecem com mais frequencia
quando se trata de propor9ao prateada e rectangulos prateados. Por exemplo:
1) Propor9ao de prata no interior de um Octogono regular;

2) Espirais de prata no interior do rectangulo de prata.



